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Ein Brief als Voi-w^ort. 

Hochverelirter Herr Professor, 

Gestatten Sie mir an i^icscr Stelle einige persönliche Bo- 
ra erkungen. 

Es sind bereits mehrere Jahre her, als mir Ihre bahn- 
brechenden Schöpfungen auf dem Gebiete der Apoiaritätstheorie 
die erste Anregung gaben, auf diesem Wege zu einer aJJge- 
meineii pi ojekti^ i sehen Thcoriu der linearen lliiume vorau- 
dvingen (cf Kap III und pg 203) 

Ällm<ihhch ei kannte ich dabei vor Allem die Nothweiidig- 
keit, Ihie Resultate mit dti bmaren Combinantentheorie in 
imiigeie Veiknupiimg zu bringen Nunmehr, wo ich die erste 
Frucht memei diesbeznghi'hen Studien vorlege; hoffe ich, dass 
es mir gelungen sem mothte , Ihie Theorie einmal nicht uner- 
heblich weitei zutlihi en, indierseits aber auch in neuen Zusam- 
menhing mit manchen, scheinbii abseits liegenden Gebieten zu 
bringen 

Ich fühle die Veipfiichtung, meiner Verehrung Ihrer 
Leistungen m diesei AVidmung oÄentlieh Ausdruck zu geben, 
wenn leh auch nitht in Abiede stellen kann und will, dass die 
geraeinte Theoiie "»ueh von andeiei Seite her, so besonders von 
H. K.osiines, und m neuester Zeit von den H.H. Brill und 
ötephanos namhafte Förderung erfahren hat (cf. Littei'aturverz.). 

Desgleichen muss ich in weiterem Kreise der wichtigen 
Arbeiten der H.H. Sylvester, Smith, Gordan, Brül, Sturm, 
Em. Weyr, G. Veronese u. A. ganz besonders hier Erwähnung 
thun. 

Was die Anordnung und Darstellung des Stoffes angebt, 
so muss ich in verschiedenen Punkten auf Ihre gütige Nach- 
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sieht rechnen. Abgerechnet 7.. B. stilistische Schwächen, bin 
ich mir namentlich bewusst , dass einzelne (mittlere) Partien 
von Kap. II einen breiteren Raum einnehmen , als sie ihrem, 
theilweise nicht neuen, Inhalte nach dtirften. Es dürfte mich 
hier in etwas rechtfertigen , dass ich mich in den Stand setzen 
wollte , mich später auf diese Dinge in möglichster Kürze be- 
rufen zu dürfen. 

Desgleichen sind die bei den verschiedenen Theilen des 
Werkes geforderten Vorkenntnisse von ungleicher Natur vgl. 
z. B. Kap. I mit der ersten Hälfte von Kap. II. Zum Theil 
möchte dies freilich in der Verschiedenartigkeit geometrischer 
und algebraischer Auffassung begründet sein. 

Endlich ist die Trennung zwischen Bekanntem und Neuomj 
Fremdem und Eigenem nicht immer scharf und conseqnent 
genug beobachtet: mir schwebte haiiptaächlich die Absicht vor, 
der Gestaltung des Ganzen ein individuell möglichst einheit- 
liches Gepräge zu geben; ich habe in diesem Sinne sämmtliche 
Entwicklungen, auch wo sie sich auf geläufigere Dinge beziehen 
noch einmal selbständig durchgeführt. 

Im Uebrigen sei mir erlaubt zu bemerken, daas Unter 
Buchungen , die schon von vornherein im Hinblick auf das ge- 
steckte Ziel einen so ausgedehnten Umfang erreichen rnnssten, 
im Einzelnen manche Lücken zeigen und vielfache Berichtigung 
erheischen werden (cf. pg. 347). Sollte doch auch in diesei 
p systematischen Voruntersuchung* keineswegs das volle Mate- 
rial zum künftigen Gebäude , bis in's Detail der inneren Ei 
richtung, beschafft sein. Dagegen, scheint mir, sind die wesei 
- liehen Begriffe, Beweisraethoden und Sätze so weit entwickelt, 
wie ich sie behufs der Durchführung der allgemeinsten Theorie 
(cf. Kap. III) zur Zeit f^r hinreichend halte. 

Tübingen, Anfang März 1883. 

W. Franz Meyer. 
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Einleitung. 

Das Werk, rlaa ich liiei'mit dem matliematischen PublicMiai 
übergebe, zielt in letzter Linie (cf. Kap. III) auf eine durcli- 
greiteiide Verwertliiing der Algebra ftir die höhere Maniiig- 
faltigkeitalehre. Es steht damit nur scheinbar im Wider- 
aprnche, wenn ich die geometrischen Formnlirnngen fast durch- 
gängig nur ais Einhleidimgen rein algebraischer Wahrheiten 
ansehe, wie sie im Wesentlichen nur dem Zwecke einer besseren 
VeranschauHchnng dienen, Denn betrachtet man einmal prin- 
zipiell algebraische Ueberiegungeu als die Quelle der ganzen 
Forsehung, so muss, streng genommen, Alles, was sich ihrer 
Anwendung auf fremde Gebiete erschliesat, als Beiwerk er- 
scheinen. Allerdings kann dann dieses Beiwerk, sofern man 
es an und für sich und unabhängig von dem Leitungswege be- 
trachtet, einen bedeutenden und bleibenden Werth bean- 
spruchen ; späterer Forschung bleibe es überlassen, direktere 
Beweismittel aufzuspüren. 

Wegen des Einzelnen kann ich hier auf die Einleitungen 
zu den einzelnen Capiteln, Abschnitten und Paragraphen ver- 
weisen: nur das erste Capitel bedarf einiger erläuternder Zu- 
sätze. 

Dieses nimmt schon insofern eine Ausnahmestellung ein, 
als (abgesehen von seinem rein algebraischen Charakter) der 
Gang seiner Entwicklung keineswegs eine kanonische Stabilität 
beansprucht; vielmehr erkennt mau leicht, wie sich darin ein 
mehrmals in sich zurücklaufender Process wiedergiebt, dessen 
einzelne Phasen mannigfach ihre Rolle vertauschen können. 

So z. B kanu man von der Form des Schnittpunkt- 
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XIV Eiiileitimg, 

theorems §. 3 auagclieiid (die man leicht als eine nahezu 
a priori evidente aufstellen kann), den Grass mann 'sehen Satz 
(§. 1) ableiten. 

Äehnlich kann man mit wenigen Mitteln direkt zum Be- 
weise des wichtigen Combinantenprincips (pg. 39) gelangen, 
das dann die verschiedenen Formen des Schnittpunkt theorems 
a nuce enthält. 

So ist weiter der Funktionaldctcrminantensatz am Ende 
des Capitels als direkter Äusfliiss des Grassmann'schen Satzes 
darstellbar etc. 

Die gegebene, seheinbar etwas complicirte Gestaltung 
dieses Capitels ist gewählt, einmal , weil die mancherlei Huifs- 
sätze später zur Anwendung kommen, und dann, nm den innigen 
Zusammenhang mit verwandten Untersuchungen (namentlich 
der H.H. Gordan, Brill und Garbieri) zu beleuchten. 

Inzwischen sind neueste Arbeiten (der H.H. Brill und 
Stephanoa) erschienen, die sowohl das erwähnte Combinanten- 
prinzip als verschiedene Sätze über die Involutionen vierter 
Ordnung enthalten. Ueber die dadurch eingetretene Verschie- 
bung meiner Prioritätsansprüche cf. pg. 241. 

Im Uebrigen bitte ich den Leser, der sich vorerst mit Plan 
und Anlage des Werkes vertraut machen will, mit dei' Lektüre 
von Gap. II zu beginnen und erst bei Gelegenheit auf Oap. I 
zurückzugreifen. Das Hauptprinzip, die Eäume (spec. Ebene 
und Raum) mit allen ihren Elementen auf die bez. ,jNorm- 
curven" zu beziehen, wird ihn als sicherer Führer geleiten. 

Das letzte Capitel tntt hier zwar nur als ein, wenn auch 
sehr beachtenswerthcr Anhang auf, wird jedoch in dem künf- 
tigen Werke „über die linearen Räume" (cf. pg. 348, 396) eine 
der wichtigsten Grundlagen bilden. 

Tübingen: Anfang März J 883. 
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Capitel T. 
Die rationalen Curven. 



Der Grassmann'sehe FuBdamentalsatz über die Determinanten 
einer Matrix. 

1. Dieser Satz befindet sieli mit Beweis (was ich einer 
Mittheiluiif^ des Herrn Dr. Mehmke in Stuttgart verdanke) 
in der Grassmaiin 'seilen Äiisdehnuiigslehre vom Jalire 1862 
Nr. 112. 

Er bildet weiterhin die Grundlage der Abhandliing von 
Clebsch „Über eine Fundamentalaufgabe der Tnvarianten- 
theorie" G-öttinger Abhandlungen Bd. XVII (1872). Clebsch 
stellt den Sata von Neuem auf und beweist ihn mittelst 
Determinantenmultiplication, spricht aber zugleich die Ver- 
muthimg auSj dass er sich schon bei Grassmann befinden 
könnte ''. 

Ich halte einen neuen Beweis des Satzes für nützlich, 
der mir ziemlich einfacher zu sein acheint. 

Es genügt vollständig, die Methode des Beweises an dem 
einfachen Fall einer Matrix von zwei Horizontal- und fünf 
Vertikalreihen darzulegen. Der Bequemlichkeit wegen soll, 
wie bei Clebsch, die Vorstellung eines Eaiimes von 4 (resp. n) 
Dimensionen beibehalten werden, tun so mehr, da sie jetzt 
so zieralicli ali gemein üblich ist. 

Durch zwei Punkte (aj) (ßj) dieses Baumes gelit eine 
„Gerade* (1) pxt = «A + ß,fi (i = 0,1,2,3,4). 
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Ein LineargeLiltlc 

(2) ii^ =} u^X^ -|- u^Xj 4" "2^2 + %^z ~\~ "Ä ^^ ^ 

ist duroll vier Punkte eindeiitig bestimmt ; durch die Gerade 
(1) geLt also noch eine zweifach imendliche hneare Scliaar 
d. b. die Gerade ist auch dargeßtellt durch das System 

(3) aix, = [i^m + v.n -^ ^^p (i = 0,..4:), wo ({x,} (v,) 
(tcj) irgend drei solcher Lineargebilde sind, deren gemeinsame 
Punkte eben die Punkte unserer Geraden sind. Dabei sind 
X, [tresp. m,w,^ homogene Parameter, p, s beliebige Faktoren. 
Dann sind bekanntlieh uach Plilcker & Cayley als homogene 
Coordinaten der Geraden entweder die Determinanten der 
Matrix («1 ßi) oder die der Matrix (jx; Vj Tr,) aufzufassen 
d. s. solche, die sich bei „Verachiebung" der Punkte a, ß auf 
der Geraden resp. bei „Drehung" der Gebilde |a, v, % nm die 
Gerade nur je um einen gemeinsamen Faktor ändern, 

Soll nun ein Punkt («i) in einem Lineargebilde (|ii) 
liegen, so findet die Relation 

(4) «[1 ^ Sa^fti ^ statt. 

Da nun offenbar jeder Punkt (cd) der Geraden in 
jedem ihrer Gebilde (tti) liegt, so finden die Gleichungen statt: 

(5) «Zj, = ß^ = a, = ß, = «^ = ß„ = 0. 

Aus den beiden ersten Gleichungen ergiebt sich durch 
resp. Multiplication mit ^„«0 und Subtraktion: 

(6) ^li'oi + v^Pn, + v^y;^ + v^p^^ = 

1« «. 1 
wo ö., =: . Aus dem System (6) ergiebt sich wieder 

|ß,ß^] ^ ^ -^ ^ 

durch resp. Multiplication mit den Determiuanten der Matrix 
'^' ' ' 1 und Addition 
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(7) IM qm -\-Poi 3is4 - 



:0 



WO 5j^,„= j(J-m 



Hätten wir statt der Indices 0, 1, 2 die andern i, n, in 
gewählt, 80 hätten wir erhalten : 

(^) -Pik %v.A -'r Pi\ ff„mi = "^ (*' ^' ^' "*' " ^'"^' '^^^*' 
5 Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 in irgend einer Folge). 

Dies ist die gesuchte Relation. Dafür können wir 
aneh schreiben 

(8-) p-^-z<^'-(-}i^^ 



1hl 



Sfcimi 



(-1) 2... 
oder (9) pi? = ( — 1) öini,,- 

Genau in analoger Weise ergiebt sich die allge 



Es gilt dabei die einfache Hegel, dass die Folge der 
ganzen Indexreihe 0, 1, 2, . . A dnrch Löschen der einen 
Theilreihe i, h, l,m...\n die Folge der Restreihe r, s, t, u, . . . 
ilbergeht. 

Dafür kann man bokanntlicli auch schreiben 

(10*)Pi',„,„„ = 3,„,.. 
WO dann ildin . . . pat . . . eine positive Permutation der 
Zahlen 0,\, . . . ä ist ^'. 

Rein algebraisch spricht sich unser Satz dann so ans; 

„Die vollständigen Determinanten der Matrix 



(11) 



<9 



sind (bis aufs Vorzeichen) proportional den vollständigen 
Determinanten der Matrix 
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(12) 



nncl zwar die Determinante aus der r^ r^ ■ . ■ r. Verti- 
kalen i3er ersten proportional der aus den Rest vertikalen der 
zweiten gebildeten d. h. 

(13) Pii,, ..., =5, , 

1 a 1 ifi :+2... q 

wo wieder r r r. r r irgend eine positive Pernmtation 

der Zahlen 1, 2, ... g; darstellt, unter der Voraussetzung 
der Relationen: 

(14) a^^ a^^ + a^., «^, -\- . . ■ «,.^ a,^ - 
wo r = 1, 2, . . . i 1 

s = i + 1, ^ + 2, . . ■ gl" 
Für den Fall einer Matrix mit zwei rcsp. vier Reilieo 
erhält man die bekannte Relation zwischen den Plücker'sclien 
Strahlen- und Axenco ordinalen einer Raixrageradon pp^^ = g,^. 

§■ 2. 

Die linearen Sohnittpunktsgleichungeii erster Ordn\ing l'iir die 

rationalen ehenen Curven vierter Ordnung (RJ (elIs Typus für 

die rationalen Curven n^^' Ordnung im Raum von d Dimensionen). 

2. Gehen wir von der bekannten Darsttdlung derselben ans 

(1) px^ = ^.(X) =: a.^ X* -1- ß.j X^ -f ß.^ X" -\- a,^ X + a.^ 

(i = i, k, 1= 1,2,3) 

ao liegen vier Punkte derselben X^ X^ X X^ auf eiiiei- Geraden 

(2) i(^ = Mj a:. 4" \ \ + i\ XjZ=: 
wenn die X die Wurzeln der Gleichung sind: 
(3) M„ = !(j9. -)- \ 9|j + «I 9, ^ X' (^f| öj^i -|- u^ a^^ -\- w^ ßj^,) 
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+ ^ («i % + ^^1= '^ki + "i «u) + 

~\~ ("f ^ii ~h \ "kd + 'S "m) =^ '^ 

Demnach sind die elemeutai'symrnetnscheii Fiuiktioneii 
der X Imesire ganze Funktionen der «; die P^linünatioii dor 
letzteren ergiebt die gesucliteu Relationen. 

Wir setzen der Homogeneität wegen 

(4) X^ + X^ +. X, -{-\ = ~ W + \\ + w + ...='''' 

11 X + XjX^\ + . . . ^ ^ X X 1 r = -* 

und verstehen unter i einen beliebigen Faktor; dann ergiebt 
eich aus den Gleichungen 

(5) (-1) TS, = .., »,. + \ \, + «, o,, 
die Nothwendigkeit des Vcr Schwindens aller vullstiindigeo 
Determinanten der Matrix; 



(6) 



3. Definitionen. 

Wir werden weiterhin die s^ (i von bis 4, aJIg. bis n) 
schlechtweg die (homogenen) symmetrischen Funktionen 
der 4 (allg. ii) Grössen (Parameter, Argumente, Werthe, 
Punkte) X nennen. Sind mehrere Reihen derselben vor- 
handen, so seien sie mit s^, ä., a^, x., t^, etc. bezeichnet. 

Umgekehrt seien der Kürze wegen unter ,die s^, S-^ etc." 
solche symmetrischen Funktionen von Grössen X, [t etc, ver- 
standen. 

Die vollständigen Determinanten einer Matrix nennen 
wir ihre „Kerne". D^ Verschwinden eines Kernes invol- 
vire dann eine ^Ker ngleichung". 
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Vcrsdi will den alle Kerne einer Matrix, so sagen wir, 
„die Matrix verseil wiii det*. 

Die in (6) erliiilteneo Gleichungen nennen wir die 
linearen Schnittpiinktsgleichungen (oder die ersten Grades) 
der H , weil sie in den s. linear sind; und zugleich erster 
Ordnung, weil sie aussagen, wann vier Punkte der Curve 
auf einem ebenen Punktgebilde erster Ordnung (d. h, 
einer Geraden u = 0) liegen. 

Daraus erhellt die Bedeutung der ISchnitt- 
punktsgleichungen g^" Grades m^'' Ordnung für 
irgend eine rationale Curve w*" Ordnung im 
Kaum von (1 Dimensionen (eine J?!]): 
(7) PK, = ^p:-) = a^^ >." + «,, t~'+ . . . ö,„ 
(i = 0, 1, . . . f^) 
von selbst. 

Auch alle Umformungen der Schnittpunkt Sgl eich un gen 
(wenn nur Grad und Ordnung erhalten bleiben) sollen 
unter jener Bezeichnung miteinbegriffen sein. 

4, Das Ableitungsverfahren für die Gleichungen (6) ist 

unmittelbar in gleicher Weise auf die B^ (7) anwendbar. 
Ihre linearen Schnittpunkt sgleichungen erster 
Ordnung sind gegeben durch die „ verschwindende* Matrix: 



|( — 1)''5^^ ßj^ ß,^^ a,^^ H^^^ . . .[ 
wo i, h, l, in, . . . die Zahlen 0, 1, 2, . , . d sind. 

Wo es im Weiteren nicht ausdrücklich anders betont 
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wirrl, nciiiK;ii wii- dieses eint'iichste System von Suliiiittpunkta- 
gleluliimgen der 11 „ihr Soliiiittpuukttheorem". 

§.3. 
Unirormiing des Sehnittpunkttlieorems der -ß,. 

5. Das System der Kerngleicbungen (|. 2 (Ö)) ist be- 
kanntlich zwei Gleicibungen aeqiiivalent ^'. (Geometriach 
lieisat das, dass eine Gerade durch zwei Punkte (der Curve) 
beatiiamt ist.) Solche zwei &leichini(,en kann man im Allge- 
meinen aus den fünf Kemgleichungen beliebig auswählen; 
eine wird ctw i sein 



(1) 



1. s 



:0 



(2) 



3 "id "ka 
Bezeichnen wir eine dreireihige Determinante, wk 

mit ä^^^ (so dass d^^^ = — (^j^^ etc. ist 



», 


% 


*10 


öj 


»1, 


«u 


«, 


ö^ 


»,. 



BD Stellt sich Ä^ in der Form dar: 

(3) Ä^ = s^ d^^g 4- Sj ä^^^ -\- s^ ä^^^ + Sg (;„,^ z= 0. 

Analoge Form baten die andern vier Gleichungen : in 
^ := kommt s. nicht vor und der Faktor von s ist c7,. t ,. 

i 1 1 1 2 3j 

wo r r r die natürliche Reihenfolge der drei Zahlen ist, die 
aus 0, 1, 2, 3, 4, nach Streichen von i, r i-estiren. 

Nach dem Grasamann' sehen Satze (§. 1) sind die Kerne 
c?.,^, der Matrix 

'{''h« "il '^iS ^i3 "iil 

(4) MAA,"J _ 

Vn. a„ «,„ «.« «« 
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proportional { — 1) A ^, wo A^^^^ der jedesmal entsprechende 
Kern der Matrix 

ia„ a, a, a, a,\ 1« a 1 

^ ^ !ß. ^, ß. ß^ ß.i ■"" [ß. ßj 

[nud üwar folgen sowohl in d^^ als in A^^^ die Indices in natür- 
licher Reilio] imter den Bedingungen 

fÄ ^ « ft,„ 4- «, «„ + . , . Ä, ff., ^ 0, 
(6) ' • .0 ' r 11 I 1 .1 ,,„.,!„ 

Aj = A, = Ol 

B,, = B, = 0) 
Dadurch gehtz. B.^^ über in 
(7) A^ = s„ A,^, — Sj A„ + s, A„ — s, A^, + », A„ = 

(8) Ai ^ ii (—1)' s. A, = 0. 

Diese Form stellt sich wieder dar als dio lineare Com- 
bination 

(9) A ^ «_ p, — (i_ «, = 
der beiden Formen 

Daher sind die fünf Kerngleicbungen auch den zwei 
Gleichungen 

aequivalcnt. Das Besiiltat ist also folgendes: 
^Das Schnittpnnkttheorera der b\ 

(11) px. = a.^ 'K +»„>.' + ■■■ + % 
ist symmetrisch dargestellt durch die beiden 
(Jl.ichnngen 
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(12) x^ ■- Sa. i', (—1}' = ß^ -- Sß, *■, (—1)' = 

wo die (o!ß}j|^ bestimmt sind durch die 6 Gleichungen : 

{13) S,, a^ a.^ z= S^, fä,, a,^ ^ 

(i = i, k, 1=1,2, 3) 

Die Interpretation im ßaume von 4 Dimensionen möge, 

als hier unwesentlich, unterdrückt werden. Das Gleiche gilt 

von folgender Nummer. 

6. Combinirt man in gleicher Weise das Sclinittpiiulvt- 
theorem der J? (§ 2 (8)) mit dem allgemeiüeii Grassmann'schcn 
Satze (§ 1 (11 — 14)), so erhält man als Resultat; 
„D a s S c li ni 1 1 p u n k 1 1 li r e m der 11^ 
(14) px^ =1 a.„ ■>," + a^j )." + ■ . ■ "ii, ~ 'f|(Ä) 
{i = 0, 1, . . . ä) 
ist symmetrisch dargestellt d ii r c li die „n—d" 
Gleichungen 

(]&)Ä^^ = Si «j^. s^(-l)' =0 
(k=-l,2, . . .(n—d)) 

(16) S^, «j,, <(,^, = S_, «^^, a,. = S^. x^^_,^^^, \ = 

(i =: 0, 1, . . . d) 
(wodurch die Determinanten der ctj,^ bestimmt sind)." 

§.4. 
Reeiproeität zwischen den ■jfS.l) und A^^^. 
1. Ans der Symmetrie der in den a und a bilinearen 
Gleichungen (16) (§ 3) (georaetiisch aus der Dualität der ent- 
sprechenden Lineargebilde höherer Räume) folgt sofort die Um- 
kebrung des letzten Satzes in folgender Weise. Es liefert diese 
einen Fundamen talsatz der rationalen Ciirven. 
Satz. „Stellt das Gleichungssystem 

(1) \^ -^ ii a„j s, (—1)' — (7.: = 1, 2, . . . {n-ii) 
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il;ia Hcliiiittiiuiikttlieorem <lerJ?|| 

(2) pz. = a.^ X" + «,, X""' +■■■«,„ (i = 0, . . . f?) 
dar, so stellt umgekehrt das Grlci c Im n g'ssy atc m 

(3) Ä.^ r- li. a.^ s. = (i = 0,l,..d) 
das Schnittpunkttheo rem der Ti 



(4)pji^3.„X" 


-%'■" +.- 


■ + (-1)' 


(i = 0, . . 


..(«-cI-2)) 


<liir." 



§.5. 
Die Apolarität cles Schnittpuiikttliec 
8. Bekanntlich entstellt eine lineare, ganze Funktion der 
(aus Ji Grössen X^X^ ■ ■ ■ \i gebildeten) s 

(1) o. ™ «, s. + o, », + . . . a, ._ 
(abgesehen von einem Zahlentaktor) durch siiccessivc Polari- 
sation nach Xj, X^,. . . X^ aus der binären Form 

(2) o; = o. + «»,1 + -f^— i' + ■ ^ ■ + »„ ;' 

die aus (t durch Gleichsetzen aller X fliesst. 

(Man nennt, wenn eine binäre Form cp(Xj, oder homogen 
geschrieben <fi(X,\L), gegeben ist, den Ausdruck 

(3) st- \ + ~-^ (wo man wieder ji = 1 setzen kann) 

die Polare von nf, genommen nach X^ oder auch: die Form (3) 
entsteht aus 9 durch Polarisation nach X^.) 

Nach der Gord an' sehen Bezeiehnungsweiae (Zur Theorie 
der binären Formen, Programm, 1875) wird durch Polarisation 
einer Form ci^ nach X „ctj^ j^": diu-ch Polarisation nach X^,Xg 

>/^ X X X " mithin 

(*) ». = »V, ••■).. 
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(Die Hiclitigkeit dieser Formel ersieht man übrigens nii- 
mittelbai- daraus, tiaas die rechte Seite an ■ ■ ■ x linear und 
symmetrisch in den 3. sein muss und durch Gleiehaetacn aller X 
nach dem Enler'achen Sat?;e über lioraogone Funktionen m a. 
übergeht.) 

9. Nun war, um zuniichst wieder an unsern Typus, die R 
(g 3) anzuknüpfen, das zu 
■ (5)pa;j ;= 9. (k) = a.|j X -\- a.^ X' -|- . . - \^ {} = 1, 2, 8) 
gehörige Schnittpunkttheo rem gegeben durch 
(6) «^ = S «, s, (- 1/ =0 ß^ ~ Sß. s. {- 1)' = 
wo (7) S^, «, ß.^. = \. ß^, a.^ = (i = I, 2, 3). 

Aus oL^ entsteht nach Gleichsetauug aller X 

(8) a![ ^ a^ — 4 Äj X H- ö «^ X^ — 4 a.^ X' -f a_^ X^ 

Die bilineave inviU'iimto der Formen a- resp. ß, und ^.(X) 
hat den Werth 

(9) S^ a^, a,^, resp. \ ß,, «.,, 

Diese verschwinden also gemäss (7) siimmtUch. 

In diesem Falle heissen bekanntlich a resp. ß, und ^. (X) 
apolar zu einander (nach Eeye) oder conjugirt (nach Eosanes) *l. 

Das vollkommen analoge Eesultat ergiebt sich ftir das 
Schnittpunkttheorem der iJ^ (§ 3). 

Demnach hat man den wichtigen 8atz : 



.Setzt man i 


ra S li u i 1 


; I 1) u 11 k 1 1 h e r e 


■An», mI 






(10) px, = tJiW = ü 


.„ X° + . . . 


y^ (i = 0, 1 . . . f?) 


(H) o^ . = 


»!.. = "■ 


"n-J, . = " 


lUe Ätgtimento \ . 


. . ),__ glelol. 


, X, SO sind die er 


iprcoheinJen Forme 
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12 1>!« otioiiiileij Curvfiii. 

02)a|'x, %%,■■■ «n-rt,X 

apolar au den Formen f^ß)." 

Dann ist aber bekanntlich auch jede lineare Coinbinsition 
der Formen (12) apolar zu jeder linearen Combination der ^^(a), 
oder (mit Eosanes) : 

„Die „(M—(?)gliedrige Gruppe^ der a^-^ [Ä^l . ..{n—d) 
ist apolar aur {ä -\- 1) gliedrigen Gruppe der '?^ (X) 
(i = 0, 1, .. . (?),« 

Wir nennen die Formen (12) (aus denen also nach Nr. 8 
mittelst siicceasiver Polarisation nach X^,X^, ■ ■ ■ ^n '^'^ linken 
Seiten des Scbnittpuiikttheorems en(.steh(sn) die ^Scliiiittpunkt- 
formen" deri?^. 

Da nun alle zu (d -|- 1) binären Formen n"'" Grades apo- 
laren Formen eine (n — d) gliedrige Gruppe bilden (und umge- 
kehrt), so können wir sagen: 

Satz. „Die Scbnittpunktformen einer li^^ 
(10) pj). =^ cp.(?.) = ß;o r 4- . . . <:[,„ (i = 0, 1, . . . d) 
bilden die zu den cp. (?,) a polare Gruppe 
(13) <lijX). ()t ^ 1, . . (m-^).)" 

Diese Fassung des Fundamentalsatzes der rationalen Curven 
lässt sofort die Evidenz des §. 4 bewiesenen Eeoiprocitätssatzes 
hervortreten. Denn aus der Eecipi'ocität der Apolaiität der 
!p, und 1^^ folgt sofort, dass die 9^ die Schnittpunktformen 

der B"~''"' 

(14) aa;,^ ~- >\i^ sind. 
Fassen wir Alles zusammen, so gewinnt endlich unser 
Fimdamentalsata die Gestalt: 

Satz. „Hat man zwei binäre Forniengruppen 
;j*™ Grades 

:p^(?.) ii = 0,l,-. d) '^^(Ä) (/.: = 0, 1 . . n-d-l) 
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von der Art, dass jede die vollständige zur ander]) 
apolare Gruppe ist, ao entsteht du rc 'olarisation 
der einen Gruppe nach n Werthen ?-j ^g ■ ■ ■ ^'n "^^^ 
Nullsetzen dasScIinittpunbttlieorem der andci'n 
Gruppe (d. h. der Curve ^x^ = :p.(?.) resp, px^^ = (fkW)" 

§. e- 

Das lineare Sclmittpuukttlieorem hölierer Ordnung. 

10. Dieses leitet sich, wie das der ersten Ordiuing, mit 
Zugrundelegung des HUifssatzes ab ; 

„Wenn unter den Werth Systemen der s. , welche dw Br- 
diuguiig 

a^ = «y S^ -[" ''i^i 4" ■ ■ ■ '^n *n ^ '^ 

genügen, sich das Wurzelay stein einer biuären Form 

6^ = J^X" — b^X""' + . . . . (— 1}\ 
befinden so!l, so müssen die beiden Formen 



- a X 



n (n — 1) a 
&j_, undc[)_^ «1^ -|- na^X -f- ■ -, ""g— a^X -{- ■ 

apolar sein und umgekehrt." 

Wir wenden diesen Satz zunächst wieder auf unser Bei- 
spiel, die B au. l^in Kegelselmitt « := ist durch fünf Punkte 
bestimmt und schneidet die R^ in aeht Punkten, so dass zwischen 
den diesen entsprechenden Werthen X^k^ ■ ■ ■\ *^''6i Üelationen 
bestehen, die linear in den s^ (i = 0, 1, . . . 8) sind. 

Wollten wir direkt verfahren wie in No. I, so würden wir 
die Gleichung achten Grades, deren Wurzeln X^. . .X^ sind, 
aufstellen. Ihre Coefficienten, homogene lineare Funktionen 
der sechs Coefficienten von a , sind den s^ proportional. Die 
Elimination der ersteren liefert eine verschwindende Matrix 
von 9 bez. 7 ßeihen, die drei Gleichungen 

«^ = ß, = r. — Ö 
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aequivalent ist. Aber iii welchem engeren Zae;immeiihi»ng 
stehen die drei Foraien „a,, ß, Yi" '^^^ '^^n drei Formen cp.p.)? 

Diesen finden wir nun einfach so. 

Unter den Kegelschnitten a^ = {mit variablen Coeffi- 
cienten) befinden sich unendlich viele Geradenpaare und -doppelt 
zählende Gerade, deren vSchnitte mit der R^ durch Gleichungen 
von der Form ^u„ i>^ ^ 0, M* —0* dargestellt werden. Spe- 
ciell, den Seiten des Coordinatendreiecks entsprechend, sind 
unter ihnen die Gleicbungen 9. if j. = 0, cp. ^ enthalten. Ana 
ihren linken Seiten setzt sich die gesuchte, allgemeinste Gleich- 
ung achten Grades linear zusammen. 

„Demnach stellt die zu jenen sechs Gleichungen, d. h. zur 
Gruppe a^ conjugirte Gruppe die gesucbteu drei Gleichungen 
a == ßj^ = y, = oder, was dasselbe ist, die Gruppe 
^v.a. -\- XX -\- |ll'^ " dar (wo v., X, [i, variabel sind)*. 

So gilt allgemein der Satz: 

„Das lineare Schnit tpunkttlioorcra y°'' r d- 
nuug einer ß (welclies dem Schnittpunktsystem der 
B und eines (n — l)fach ausgedehnten Gebildes 
^"'Ordnungo^ = entspricht) besteht aus der 
Gleichungsgrnppe 

a^ = h^ = . . . . 
deren zugehörige F i- m e n g r u p p e 
a., h.. . . . 

coiijngirt ist zur Gruppe der ^fachen Poteuaen und 
Produkte der (^.(X).'' 
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§■'?. 

Eiiifluss von Identitäten zwiscilen den Potenzen und Pj'odukten 
der 9j(X) und deren Aufstellung. 

11. Wie man weiss, erhöht sich die Gli'ederzahl der au 
einer Anzahl von binären Formen gleicher Ordnung conjugirten 
Gruppe, wenn awiechen den eratei-en eine oder mehrere Iden- 
titäten stattfinden. 

"Findet nun zwischen den pfiichen Potenzen und Producten 
der 9j(X) eine Identität statt, so heisst dies, geometrisch ge- 
sprochen, es existirt ein gewisses Gebilde« = 0, das die 
vorgelegte B, ganz enthält und umgekehrt. So giebt es be- 
kanntlicb eine und nur eine Fläche zweiter Ordnung, die irgend 
eine gegebene K^ enthält. 

Jene sei a := 0, diese pa;. ^ ^^(X) ■:= a^^k -!-■■■ "ii 
(i z= 0, 1, 2, 3). Setzt man die px^ =: ^^(X) in a^ ein, so muss 
der entstehende Ausdruck acbteu Grades in X identisch ver- 
schwinden, d. ii. zwischen den zehn binären Formen cp.^^, . . . 
9^ . . . herrscht eine Identität. Wie findet man diese in ihrer 
einfachsten Form? d. h. wie bestimmt man die Coefficienteu 
in c?'i In diesem Falle erbielte man unmittelbar neun 
lineare Gleichungen zur eindeutigen Bestimmung der gesuchten 
Coefficienten. 

Es soll aber ein Verfahren angegeben werden, das in der 
That bei Weitem einfacher zum Ziele führt, nicht nur in 
diesem, sondern allen ähnlichen Fällen, in denen man meistens 
nicht so unmittelbar, wie eben, zur Lösung gelangen möchte. 
Die Kraft dieses Verfahrene erstreckt sich überhaupt tief in 
die Theorie der rationalen Gebilde . 

Betrachten wir zuvor noch den nächst einfacheren Fall 
ebener rationaler Curven. Bei ihnen tritt der Typus des ange- 
kündigten Verfahrens am deutJichsteii hervor. 
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Die Identität niederster Ordnung, die hier auftreten bann, 
ist die eine zwischen den wfachen Produkten und Potenzen der 
(f.(X), die hei Ersetzung der ^.(X) durch die x^ in die Grleichnng 
der Curve in den Coordinaten x. ühergeht. 

So erhält man heispielsweise für die Bg zehn binäre T'ormen 
neunter Ordnung und zwischen ihnen eine Identität. D.ann 
giebt es aber eine eilfte zu allen jenen conjugirte Form gleicher 
Ordnung. Sei diese Ä., so stellt dann -4^ = das Schnittpunkt 
theorem dritter Ordnung dar. 

Zwischen den vierfachen Produkten und Potenzen der ^.(X) 

finden dann drei {und somit oo ) Identitäten statt, die aus der 
obigen durch Mnltiplication mit Jt, (mit willkürlichen u^ her- 
vorgehen. Daher giebt es zu jenen fünfzehn Formen zwölfter 
Ordnung wieder eine conjugirte etc. wie oben; etc. für emelt^_ 
Somit ist die Frage nach den im FaÜe der (allgemeinen) 
R überhaupt auftretenden Identitäten zurückgeführt auf Her- 
stellung ihrer Gleichung in den Coordinaten x. d. h. auf Elimi- 
nation von p und X ans dem gegebenen System 
pi, = .p,(X) (i = 0, 1, 2). 
Diese Aufgabe als solche ist schon mehrfach (so na- 
mentHch von Herrn Brill) behandelt worden: hier kommt es 
darauf an, unser allgemeines Verfahren an einem Beispiel zu 
verdeutlichen. 

12. Zu dem Zwecke genügt wieder das alte Beispiel der Ji 

px^ ^= ^i(A) =^ a^^X + . , . a.^. 
Conibinirtnum dies System mit dem andern zweier Geraden 
M^ = % = 
so haben die beiden Gleichungen 

i(, = v,,=0 
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Die rationalen Ciirven, 
■ dann eine Wurzel gemein, 



17 
(.ler Punkt (uv) 



(1) 



dann und 

auf der ü'^ liegt. 

Nun ist nach Bezout *'' die Resultimte 
Formen vierter (}("") Ordnung 

iai = «pX -H a^X -^ . . . + «^ 
^ := i^X* _f_ 5^X' -f . . . + 6^ 
in der Form (aus der ihre Combinanteneigensehaft unmittelbar 
erhellt) darstellbar: 

p p p p 

In unserm Fall ist 

(3) «,=», Sj^., 

mithin nach bekannter Umformung ((««). = «(^ s', — i\ v^) 
\{UV)^ (UV)^ {UV)^ iCj x^ x^ 

Tis "kä **1b ^is \b % 

da die (uv). deo Coordinaten x. des Schnittpunkts {ire) pro- 
portional sind. Durch Einsetzen dieser Werthe der p , in 

B = 
gelangt man nach Abscheidung des Faktors a zu der ge- 
wünschten Gleichung (resp. Identität), die aussagt, wann ein 
Punkt (x) auf der Ii_^ liegt d. h. zur Gleichung der Curve in 
Punktcoordinaten. 

Sehen wir welter zu, wie sich der Ausdruck B, rcsp. die 
Glelch\xug iJ r= für die Curven höherer Eäume modificirt. 
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Es wii'd genügen, beim iiäclist höheren Fall, rlem Beispiel 
der B^i stehen zu bleiben. 
Die p werden jetzt zu : 

'l**! *^lr "H ^k "^kr ~l~ **l \- ~l" "m '*mr' *'i '"ja "H '^k \e ~l~ ^h \ "f~ ^'.n "ins ' 
Vi *ir H"\'^tr ~l~^l '''ir ^~ "m '*ini' ^i % "H ^'^ '*fes + ^i '^la + ^m '^ms' 

Ix, X, X, X I 



M^ M| il^ M, 




«.«l "k "l 


= (! 


«1, »t «1, «., 




«,. <\. «1. »„ 





^1 ^k ^1 J/n, 



a, a a, a 



= a\xyAAJ 



= cD 



wenn man die Äxencoordinaten (uv) durch die ihnen propor- 
tionalen Strahl eneoordinaten (xtf). ersetzt; P„ = '^ würde 
die Gleichung der Geraden darstellen, die die beiden Punkte 
A^ A^ verbindet. 

iJ = repräsentirt dann den Coniplcx der G eraden , die 
die B^ treffen. 

Mit Benützung der obigen, leicht zu erweiternden, Be- 
zeichnung spricht sich dann für den Fall einer Form M das 
allgemeine Resultat so aus : 

Satz. pLässt man in der Bezout'schen Eosul- 
tantendeterminante zweier binärer Formen m*"' 
Ordnung diej> übergeben in die ihnen propor- 
tionalen 

(T)D^,^ = ^xy s .... A^ A^\ 
(wo i). = dieGleichung der Verbindungsgeraden der beiden 
Punkte A_, A darstellen würde), 
so repräsentirt nunmehr 

(8) Ji = 
alle Lineargebildc (d-ä)'" Dimension, die die 
Curve -R^ 
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(9) px. = tfp.) = a.,;>" + «.^X""' + . . . . öj^ (i = 0, 1, ... (?) 
treffen, oder wenn man will: i? = ersetzt das 
System der Gleicbungen px. =: cfi.(X) durch eine 

13. In entsprechender Weise vnrfahrt man, wenn man es 
nicht bloss mit einer Resultante M, sondern mit einem ganzen 
System solcher zu thun hat. Als Beispiel wählen wir hier die 
Ableitung einer der oben besprochenen Identitäten , und zwar 
für den schon hervorgehobenen Fall einer M^. 

Wir suchen also, geometrisch zu reden, die eine, durch 
eine solche Curve gehende Fläche zweiter Ordnung. 

Soll der Schnittpunkt dreier Ebenen 

(10) tt^ = \=0 w^ = 
auf der S^: (11) p«. ;= cp.(X) 

liegcuj so müssen die drei bi quadratischen Gleichungen 

(12) », = v^ = w, = 
eine Wurzel gemein haben. Man hat demnach , wenn drei 
biquadratisclie Gleichungen gegeben sind 

\a = tt^X -{■ a^ -j- . . . «^ =: 

(13) ?;j^-i/ + ?>/+ ...&, = 

c — c^ -\- e^ + . . . c^ = 

diejenige Bedingung zweiten Grades in den (cibc) ku suchen, 
die jedenfalls erfüllt sein muss, wenn eine gemeinsame Wurzel 
vorhanden sein soll. Hier ergiebt sich diese Bedingung sofort 
durch Multiplication der drei Gleichungen 

a, = i, = 0^ = 

mit X und Elimination der Potenzen von X aus den so ge- 
wonnenen sechs Gleichungen : 
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itioualen Chi- 



(14) : 



(15) = 



«„ «1 «3 ög «i 

6^ \ \ \ h^ 

Cg Cj Cj Cg c^ 

= «g «, «2 a, ffl^l '^'l'^i' ' 

J„ i^ J^ 5^ ftj 

c^ c^ Cg Cg e I 



+ \i. ^.. 



durch dio reap. « , « , iy , so ist 

'"i »i, + "i "k, + «1 «1, + «, «„> "i »I, + ■ ■ 



(16) 






WO wieder Jie (mww),^^ durcii die proportionalen a;. ersetzt sind. 
i>^^j =; würde die Ebene der drei Punkte J.^ A^, A^ dar- 
stellen. 

Die so umgeformte Gleichung A == ist dann in der Tliat 
die Gleichung der gesuchten Fläche zweiten Grades resp. wenn 
man für die x^ wieder die proportionalen cpj(X) substituirt, die 
gewünschte Identität zwischen den zweiten Potenzen und Pro- 
dukten von vier binären Formen vierten Grades *). 

14. Als ein weiteres Beispiel diene noch das beliannte 



*) Genau in tIevBelbea Weise Lüdet man 
Fläche dritter Ordnung, die durch oinu allgemi 
seolister Ordnung geht 8). 



, Gleichung der einen 
e rationale Raumourvo 
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Die rationalen Curven. 21 

Flächennet« zweiter Ordnung, dessen Individuell siimratlich durch 
eine gegebene Ranmcurve dritter Ordnung gehen. Sei diese 

(17) px. = 9j{X) = ß.|^ X^ + du X' + «i.g X + cs.g 
so haben wir zunächst alle Combinanten, zweiten Grades in 
den Ooeffieienten, von drei binären Formen dritten Grades 

aufzustellen, die verschwinden, wenn die drei Formen einen 
gemeinsamen Faktor besitzen. Sei dieser « und die drei- 
reihigen Determinanten (ahc) mit A^, A^, A^, A^ bezeichnet, 
so ergiebt die Auflösung der drei Gleichungen 
(18) al = J^ = c' = 0: 
(19) atx-.a : 1 =i^ : A, : A^: A^ 
d. h, es verschwinden alle Kerne der Matrix 

I ^. ^1 K i 
' \ \ \ I 

daher lautet die Gleichung dos Flächennotzcs, wenn «,, v^, v^ 
drei homogene Parameter bedeuten, und die A. wie im vorigen 
Beispiele in die \x A^ A^ Ä_J^ übergeführt sind : 
(20) (A„ A^ — Aj) v^ + (A^ Ag - A^ A^) v^ + (A^ A^ - A^) v^ = 0. 

Anm Nach Goiäin ") ^-aä ille Ltnlmant i cmca '^^■^i™ \ i 
n binären Formen i ''" C ladea 

Invarianten der einen Fo m m*^" Giades ihier F indamcnt^lcon b nante 

Man erkennt au« obigem Beisp el das umnttelljai ^oiiJlgeme i eit weiden 
kinn Bolart len bekannten Salz 

^Die Bed ngungen da( ir diso i binäre Foioien ii**" Giadps einen 
Fsktoi gemein haben sind aequivalent len andeien dass ihre Fundamental 
mbinanle Q n gleiche ^1 irzeln lesitzt 

Eine weittrigende Veiallgeraeineninf, dieses Silkes fui den Fall dass 
\ n binaien I ormen •*" C lies p toinen ! |,Bnen«amo lalcl len 
liaben linlet i cl n einem b, atercn AI 'ii.linitt des W eil e« 
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22 Die latioiialeu Cm-yeii. 

15. Ans diesen Beispielen erhellt der allgemeiiiß Satz, 
dessen Ausapruch für rationale Eaumciirven (ß^) genügen 
wird: 

Satz. „Unter all den Bedingmigaglcichungen, die statt- 
finden, wenn drei binäre Formen n"" Grades 

(21) «l bl d 
einen gemeinsamen linearen Faktor besitzen, wähle man die 
aus, die mir von den dreireihigen Determinanten («^cj^^t ^^ ^rst 
abhängen : ist eine derselben 

(22) Ji(ä) — 
und fuhrt man die A^^^. über in die proportionalen 

(23) D^,^^ = \x A^. A^ A' 
so stellt dann die Gleichnng 

(24) It(I)) = 
immer eine Fläche dar, die die li 
(26) px^ ^ tfpC) = «.yX -f- »jjX + ■ ■ ■ «,„ 
ganz enthält, resp. die Gleichung 

(26) R (D^) - E (]9 ^^ ^^ ^, ) = 
eine Identität bestimmten Grades zwischen den ^j. Das ganze 
System It (D) =i repräsentirt somit ein ganzes System von 
Flächen, deren gemeinsamer Schnitt die gegebene Curve ist." 
16. Es ist ersichtirch, wie sich der Satz nach drei Rich- 
tungen erweitert; einmal, wenn an Stelle der A^.^^ der Eeihe 
nach \x, y, A^ A^ A\ ; \x, y, z, A^ A^ A^^ etc. 
treten: andrerseits, wenn sich die Zahl der binären Formen 
gleichen Grades, die einen gemeinsamen Faktor haben, ver- 
grössert, und endlich, wenn dieser Faktor nicht nur ein 
linearer, sondern von höherer Ordnung ist. 

Wir kommeii später von anderer Seite darauf zurück: 
hier möge dagegen hervorgehoben werden, in welcher Be- 
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zielinng die cxplicirte Umfornmiig der Dotevmiuanteo (ah), 
(alc) etc. zu dem bekannten 11 easo-Clebsch' sehen 
Uebertragungsprincipe stellt. Dieses lautet in seiner 
einfachsten Form (vgl. z. B, die Darstellung in den Vor- 
lesungen über Geometrie von Clebscb-Lindemann) '*", wenn 
wir zum bequemeren Anschluss an das Obige die ziir gewöbii- 
liehen dualistische Formulirung wählen : 

„Soll in einer Ebene von einem Punkte an eine Curve 
w*^' Classe eine Tangentengruppe mit einer besondern pro- 
jektiviscben Eigenschaft gehen, so erhält man die Gleichung 
für den Ort dieses Punktes auf die Weise: Man stelle die 
Invariante der binären Form «"' Ordnung, deren Ver- 
schwinden die geforderte Eigenschaft aussagt, symboliscb dar 
und ersetze jede in ihr vorkommende Determinante (ah) durch 
eine dreigliedrige (abx), wo die x die Coordinaten des Punktes 
und die a, b, . . . Symbole der gegebenen ternaren Form oder 
wie man auch sagen kann, die Coordiuaten eines Punktes be- 
deuten, der nfach gezählt, die gegebene Ciassencurve symbo- 
lisch repräsentirt." 

Die Erweiterung dieses Prinzipes besteht dann einmal 
darin, dass man die Determinanten (ab) der Eeihe nach über- 
fllhrt in (ahx) (ahxy) (abxys) etc.; andrerseits von den In- 
varianten ternärer, quateraärer etc. Formen ausgeht, die als 
symbolische Aggregate von Determinanten (abe) (aicd) etc. 
auftreten. 

Nun ist offenbai- die angegebene Ränderung dieser 
Determinanten (ai) {abc) {ahcd') etc. genau dieselbe wie 
bei unseren Betrachtungen, nur dass diese Determinanten keine 
symbolischen sind, sondern real aus den Coefiicianten der ge- 
gebenen binären (ternaren etc.) Formen gebildet sind. 

Nimmt man den Gordan'schen '^* Satz zu Hülfe, dass 
alle Combinanten eines Systeraes von m binären (ternaren etc.) 
Formen gleicher Ordnung (d. h. diejenigen simultanen In- 
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Varianten des Systemes, die sich bei Ersetzung der ursprüng- 
lichen Formen durch lineare Combinationen derselben nur um 
einen Faktor ändern) ganze Funktionen der aus den Coef- 
ficienten zu bildenden Determinanten m""" Ordnung sind, 30 
kann man unser Princip im einfachsten Falle so ausdrücken : 

Ein Strahlbüschel, der eine ebene rationale Curve M in 
einer solchen Seh aar (Involution) von Punktgruppen trifft, 
dass je zwei von ihnen In einer und derselben, vorge- 
gebenen, projekti vi sehen Beziehung zu einander stehen, heisse 
„ein in Bezug auf die R zu sich selbst conjugirter 
Stvahlbüschel*. 

Die Gleichung für den Ort der Büschelspitze erhält 
mau so: „Sei die .ß dargestellt durch 
(27) px. = cp. (X) = a.^ X" + «,j X""' + ■■■«,„ (* = 1- 2, 3,) 

so bilde man fiir irgend zwei binäre Formen w Grades (etwa 
zwei der tp. selbst) die Conabinante , deren Verschwinden aus- 
sagt, dass die beiden Formen in der vorgegebenen Beziehung 
zu einander stehen, und ersetze jede Coefficientendeterminante 
(A. Aj^ durch Ix A^ A^J^, wo die x Coordinaten des Punktes 
und die A^, A^ *) die resp. Verticalcoelfieienten der drei 9. 
sind," 

Daraus ei-gicbt sieb die Formulirung des Prinzipes für den 
allgemeinsten Fall von selbst. 

Man bemerkt, dass in den oben gegebenen Anwendungen 
des Prinzips nur von der projekti vischen Beziehung Gebrauch 
gemacht ist, dass die beiden Punktgruppen einen Punkt ge- 
meinsam haben. 

*) Fasst man diese als Coordinaten too Punkten auf, wie es 
bereits oben geschelien, und epäter iiooli weiter verfolgt worden sull, ao 
tritt die Analogie des Prinzipas mit d^ia HasBe-Clebeeli'aclien uocli mehr 
a gilt fiii^ das erweiterte Prinsip. 
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Ausgedehntere Anwendungen ergeben sich aiir Genüge 
im Laufe der Entwicklung: nur ein einfaches und sehr be- 
kanntes Beispiel diene vorläufig zur Illustration des Gesagten. 

17, Die einfachste Combinant-Invariante uweier cubisclier 
binärer Formen (28) a^ ^l ist 

(29) (abf - («ö)o, — 3 {ab\, 
Ihr Verschwinden bedingt die Apolorität beider Formen. 
Somit giebt es für eine 2i 

(30) px. = a.^ X" + a.^ X' + ö,^ X + a^^ 
eine invariante Gerade 

(31) A- — ^ A,„ = 13^ A^ A' — l \x A, A^ = 0, 

der Ort der Punkte, deren Strahlbüachel .Punktgruppen aus- 
schneiden, die zu einander apolar sind. Der Schnitt dieser 
Geraden mit der Curve wird bestimmt durch die Gleichung; 

(32) — X= -|'-' + A,„3 ?-^ + A,ai '^—-f=0 
deren Wurzeln die Argumente der drei Wendepunkte *) sind. 

Bei der Erweiterung des Verfahrens auf den Saum er- 
hält man i^': durch jeden Punkt im Räume geht eine Ebene 
(Strahlbüschel)j die die Osculationapunkte der drei vom ge- 
gebenen Punkte an eine feste Raumcurve dritter Ordnung 



*) Dies ergibt sich auch unmittelbar aus dem bekannten 13) Satze, dass, 
wenn von Kwei zu einandei- apolaren, binären Fofmen n*^' Ordnung die 
eine eine n" Poteni ifit, = (X— a)", so ist (X— a) ein Faktor der andern. 

Daraus folgt für unsern Fall, doss, wenn sich in der Involution 
«, -j~ vfi, eine Potenz (X— a) befindet, alle Formen des Systems den 
Faktor (X~ a) gemeinBam haben. Daher müssen die Sobnittpunkte unserer 
invarianten Geraden mit der B zugleioh ihre Schnittp nahte mit den 
Wendetangenten sein, d. li. die Wendepunkte selber. 
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gehenden sc ulatio na ebenen enthält (das Möbius'sche Null- 
system). Ist die Curve dargestellt durch 

(33) px^ = «^„ l' + a,^ X^ + «^ >. + CL^ 
so ist das System dargestellt durcii: 

(34) \x y A^ A\ — - \x y A Ä^\ ^=Q oder entwickelt nach 
den Linicncoordinaten j>.j^: 

(35) Sp., ] '' '' — ~Si)., I " ''! =0 
oder in abgekürzter Bezeichnung: (36) Sjx^. (cpj cp^) 

^ 2i',i {('»■).. - g- (!«•)„) = (i. '', l. »' = 1, 2, 3, 4.) 

S-8 

Weitere Entwicklung des linearen Sehnittpunfcttlieorems mit 

HiUte des Satzes «„^ =. |ip,(*,) t/X^) . . . tp,(X^)| = D^Q.) K,f 

(i = 1, 2, . . . 11). 

18. Dieser Satz behauptet die Zerlegbarkeit der Deter- 

niinaiite der cp, wo wieder 

(1) T,(i) = «„ ),■■ + «„ 1-' + ... + »,, 

in zwei E'aktoren, deren einer -/-^ (?0 das Differenzenprodultt 
der fi Argumente X. ist, der andere A gleich der (w-|-l)- 
reihigen Determinante 

^il ■ ■ ■ '*iii <*i,[J.-(-l "^i-tl^-a' • • ■ ^in! 



a^ 
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in lier die a durcli die Gleichung bestimmt sind: 
(3) «1) L_-«, il' + «^ X'"' + ...»,.-». (X-i.,) (i-X,) . . , (X-X^.) 

Dass 'S das Differenz eiiprodukt I>{X) als Faktor enthält, 
erhellt sofort daraus, dass (^ verschwindet, sobald zwei der X. 
einander gleich wei'den. Dass der zweite Faktor A in obige 
Form gebracht werden kann, hat Garbieri i*) nachgewieäen. 

Wir wollen dies Resultat auf einem andern, höchst ein- 
fachen Wege nachweisen, der zugleich für die weiteren Ent- 
wicklungen äusserst fruchtbar ist. 

Die Methode des Beweises wird hinlänglich an unserem 
alten Beispiele klar, für das fi, = 3, n = 4 ist. Wir knüpfen 
zu dem Zwecke wieder an die Entwicklungen des §. 2 an. 

Zunächst ist 

(-1) «■« = ItA) %(\) iM {• = 1' 2, 3) 

die linke Seite der Bedingungsgleicliung, die aussagt, daäs 
drei Punkte mit den Argumenten 

X^, X„ X^ der r]: (5) px^ = ^^(X) = o.^ X* + n,, X^ + . . . «., 
auf einer Geraden liegen. 

In |. 2 wurde die Bedingung aufgesucht , dass vier 
Punkte der B^: X^, X^, X^, X^ auf einer Geraden liegen. Dies 
führte auf die Aufgabe, aus den Gleichungen 

il]c,l= 1,2,31 
(6) ps^ (—1)1- = u^ a^^ + if^ fl^^, + u^ «,,, ^ _ 1^ 4J 

p und die u zu eliminiren. Hierbei waren die 5. die elementar- 
symmetrischen Funktionen der X. 

Soll dagegen jetzt die gesuchte Bedingung die sein, dass 
drei Punkte X X X in gerader Linie liegen, so haben wir 
aus demselben Gleichungssystem nebst p und den M noch X^ 
zu eliminiren. Zu dem Zweck hat mau die s^, durch X^ und 
die elementarsym metrischen Funktionen u^ der drei Argumente 
X, X, X auszudrücken. „Dies kann aber geschehen, 
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elie man p und die u eliminirt hat oder auch 
nachher. So gelangt man au zwei verschiedenen 
Formen der gesuchten Bedingung und somit auch 
zu zwei Formen ftlrden Factor A, deren eine die 
Grarbieri'sche ist, deren andere aber in engstem 
Zusammenhange mit den Gordan'schen Betrach- 
tungen über Combinanteii steht." 

§. ö. 
Erste Fonn des Faktors A. 
19. Die s drücken eich, wie man sich leicht überzeugt 
(der aligemeine Beweis für derartige Zerlegungen folgt weiter 
unten) folgendormassen diirch die o^ und >^ aus: 

3^ ^ ti^ + \ (s^ =z 1\ 

-0 -j-'5^\ 
Setzt man dies in das Gleichungssystem 
(2) ps^_ (— 1)' = «i % + \ »kp + "i ^^ 
ein, so kann man sofort die homogenen Vaviabeln 

p, p\, M,, \, M, 
eliminiren. Ersetzt man im Eliminationsresultat die a^ wieder 
durch die Coefficienten des Ausdrucks 

(3) «^ x' 4- «^ ;.^ 4- «^ A + «g 7^ a^ {X—x^} (X—x^) (X— ;.g) 

so werden die abwechselnden Vorzeichen, die vom Faktor 
(—1)' JierrUhrtcn , aufgehoben und man erhält die gesuchte 
Bedingung in der Form : 



(1) 
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(4) 0: 



Dia raiiouitleii Curven. 

I'^io ""ii *i2 '^[3 "w 
Wo %i \a \i % 
\a (tj^ a^ «jg Oj^ 
cc^ «j a^ Kg 

lo a„ a, a a. 



Nun ist 
(5) «„ = Z>,(i) A,, = (i. - \) Q., - X,) (X, - X,) A„ = 
dieselbe Bedingung; da aber Ä'^^ im Falle des Glcicli- 
werdeii3 zweier X nicht verschwindet, so ist 

(6) A;, = 0A„ 
WO der Faktor C noch zu bestimmen ist. 

Sowohl Ä' als Ä^ g sind vom zweiten Grade in den X^, ?.^, X^ 
so daas der Faktor C von diesen unabhängig ist. 

Ferner sind beide vom ersten Grade in den Coefficicnten 
der (p.(?.); mithin hängt G auch von diesen nicht ab. 

Entwickelt man endlich ^^^ nach den dreireihigen Deter- 
minanten, die man aus den Coefficienten der cp.(X) bilden kann, 
so ist z. B, der Faktor von 

(7) A = ßj^g a ffl^^ die Determinante 

*1E '^Ki '^lii 

Y\ xl xji 

(8) X, X, X . = - (X, ~- X^) (X^ - \) (X -X^) = ~ B{\) 
\l 1 l' 
d. h. der Faktor von A^^^ in Ä,^g ist = — 1. 

Entwickelt man ebenso A'^^, so crgiebt sich als Faktor 
von A„„ 



(9) 
demnach ist (10) — 



A', , = A, „ alsc 
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(11) (i>„ = I ■,,(*,) 1,0-,) tA) I = - ^WA... 

Man hat daher nur immer darauf zu achten, dass das Dif- 
ferenzenprodiikt das richtige Vorzeichen erhält. 

20. Es ist nun noch zu zeigen, wie sieh diese Betracht- 
ungen für den allgemeinen Fall der Zerlegung von On in 
i){?.) Äji erweitern. 

Was zunächst die Umformung der S. betrifft, so nerlege 
man jetzt die n Argumente X^X,^ . , . X^^ io zwei Gruppen 

von IX resp. (n — [L) Argumenten und bilde in beiden die be- 
züglichen el cm entarsym metrischen Funktionen 

( °o =^1 ^3 ■ ■ ■ '^i^ 

dann gilt die allgemeine Formel ^^l; 

(14) s^ = \\ + \ S_, + ^, \-, + ■ ■ ■ ^..-1,. ^k-c.>-i.) 
wo nur zu beachten ist, dass für alle a, deren Index negativ 
wird, der Wevth einzusetzen ist. 

Angenommen, diese Formel sei erwiesen, so setze man 
diese Wevthe der s^ (Je =: 0, 1, 2 . . . n) in das Glcichungs- 
system 

(15) ps^ (—1)" — u^ a^^ + u^ a^_^ + ■ ■-% «^,k 
ein und ehminire die Grössen 

PV P\' pTn-^, «1, «2, ■ ■ -Ua- 

Ersetzt man dann im Eliminationsresultat die c durch die 
Coefficienten der Form 

(16) «l) = ».^' + «,'.''""+.-+«p 
90 ergiebt sich die Gleichung 

(1') A'.„p = 
Jetzt schliesät man weiter, wie oben : 
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*n, 
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A'n 11 und A„ ^ ^ ri /W ^^^^ ^^"^ Grade n -\- i — [i in den 
(1 Argumenten X und vom ersten in den [i-reihigen Deter- 
minanten der Coefficienten der <f.(^)- Der Faktor C, um den 
sich An.ji und A'n .^ unteraclieiden wird daher bestimmt, indem 
man zwei entsprechende Glieder aufsucht, z. B. die beiden con- 

stanten Glieder. Er ergiebt sich gleich -f- resp. ■ 

BO dass schlicsshch 

(18) 0),,,^ ^ + n{X) A„,,, 
Man kann das doppelte Vorzeichen vermeiden, 
!)(}.) gleich der Determinante 



1 



!),r 



(19) 



1 1 1 ... 1 
nimmt, so dass es immer dasselbe Vorzeichen erliält wie das Glied 

(20) if"' . X,'^' . Xj'' .... 1 
und zugleich An in der Form schreibt : 

«^ «, «^ .... 

«,■«,..■ «?-i «f .... 

a„ a, «f . . 

(21)A,.„ = 



1 



ökO (^kl <*kä %3 



(22) «..^ = + JJ(X)A,„^ 
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32 Die cationalen Ciirveii. 

21. Es erübrigt noch der Beweis der Beziehung: 

(14) S^ = T^, C^ + T^ C^_^ + T^ a^_^ + . . . X^-^ ^^k-tn-,.}- 

Sj^ ist ganz und linear, sowie ajmmetriach in den Ar- 
gumenten der Gruppe (X^ -"-g ■ ■ ■ V'? ^'^ '^ denen der andern 
(X _,_ j X _|. 2 . . . ?.^) ist daher nach einem bekannten Satae 
als ganze lineare Funktion der elenien tarsymmetrischen Funk- 
tionen jeder der beiden Gruppen darstellbar: d. h. s^ ist eine 
ganze bilineare Funktion der q und t. Andrerseits ist s^ vom 
Gewichte h d. h. jedes Glied von s^ besteht aus h Faktoren X. 
Dasselbe Gewicht muss jeder yummand o^^ Xß der bilinearen 
Funktion besitzen, d. h. a + ß ist := J; und man ei'hält so 
aunächst: 

(15) S^ = ß, T^ a^ + ß, \ Cy^-l 4" ■ ■ ■ ß„-a \,-^ ^k-n -,u 

wo die ß noch zw bestimmende Zahlenfaktoren sind. 

Irgend ein Glied des Summanden o^^ '^k— a ^^^^ '" keinem 
andern Summanden er, \_j; auftreten, da es ja gerade a Fak- 
toren X aus der ersten Gruppe enthält. 

Andrerseits kann dasselbe aber überhaupt nur e in mal in 
S^ also auch in o^ i:k—a auftreten, so dass ßk— a = 1 d. h. alle 
ßk— a sind = 1, deren zugehörige Faktoren a^ t,^_„ überhaupt 
Glieder von s^ enthalten. 

Ausgeschlossen sind erstens die, wo der index Ic — a 
grösser als k d. h. wo cc negativ ist; diese können überhaupt 
nicht auftreten, d. h. ihr Coefficient ß ist := 0. 

Dasselbe gilt von den Summanden a, \_a, fUr die a 
grösser als |i ist d. h. für die k~a kleiner als k~ii ist. 

Demnach ist 

(14) S^ = T Oj. + t^i ''ji-j + ■ ■ ■ ■'^ii-ii '^Ji-(n-LL) 

unter der Festsetzung, dass alle tj mit einem Index, der grösser 
als [i oder kleiner als ist, gleich zu setzen sind. 
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§. 10. 
Zweite Form des Paktors A. 
22. Auch diese wollen wir erst an uiiäerem Beispiel der 
M darlegen. Wir werden also aus dem Gfleicliungsaysteni 

die u nebst p eliminiren, im Eesultate die S durch die o^ 
(v := 0, 1, 2, 3) und X^ ausdrücken, und endlich aus den so 
gewonnenen Gleichungen wieder X^ ehminiren. 

Die erste Elimination fuhrt nach §.3 Kum linearen Schnitt- 
punkttheorem der J?^: 

(a^ = a^ s^ -\- a^ s^ -{-.... -\- a^ s^ = 
g 5^ + 6, Sj + . . . . -f ?;^^ S^ = 



(2) 



■ wo die (ß6).^ den aus den Coefficienten der f.(A) gebildeten 
Determinanten A^^^ proportional sind. 

Die Ersetzung der s^, durch a^ und a^ in «^ := 0, ^^ = 0, 
verbunden mit der Elimination von X^ liefert als Bedingung, 
daas drei Punkte \^ \^ X^ der i^^ auf gerader Linie liegen, (3) 
ri) '^n 4" ''i ''i H" "'s "2 "1" ^i '^s' "'1 '^o "H "a ^1 4" '*3 '^% ~l~ "^i ^sl 

Man überzeugt sich leicht, das? die linke Seite dieser 
Gleichung mit der Form Ä^^ identisch ist, abgesehen von dem 
Proportionalitütsfaktor, um den sich ilie [ah'\^^ und A^^^^^ unter- 
scheiden. 

Führt man die ersten Differentialquotienten der Formen 

6x = ^0 1^* + 4 J,^ X]!» + . . . -(- h^ X* =: 9 
und bezeichnet sie mit f^, f^, 9^, cp^, so ist ?.. B. 



(4) ■ 
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„(tg 1^ + "^i "^1 4" 1^2 "^a 4" ^a ^'i" '^'^ ■"^'^'^ ^^^ '■'''^' Argu- 
menten X|, Xj, Xj polarisirte Form /"^, oder wus dasselbe; ist 

(cf. §. 5) gleich — (f^ a*}' wo 

iind(/g«.-i die dritte Überschiebung der Formen f^ und a,.^ 



repräsentirt. 
Daher ist, 

% a, I 

a a a a a 



oto 



= P («ö),„ (6) A,,, 



., '^u. 



. . a. r ;= — I 

■oi{=i','l')W)l 






\l »12 % «14 

Es möge hier, ehe wir zum analogen Ausdruck für A 
übergehen, eineEcmerknngPliita finden, die später von Nutzen 
sein wird. 

Wir gelangten z« beiden Formen von A^^ ,| mit Bliilfe der 
Zerlegungen: 





s„ = o. + 0. X^ 


X 






^ », = -=, - »0 \ 


xv 




m 


», = a, + a, X, 


,8 a 






- ». = - "j — »! *1 


x^.' 






»4 = ». + % K 


/ 




Führen wii- die angedeutete Multiplicatlon aus 


so kommt 


(8) (s„ i' - S,X' f + s/^' - s^^'+ s/)si- 




X (a^ ?. — a, X it 4- Ug X[i — 0^ I^' ) 




- \ ■ K", X' - a, XV + ", il»' - "a V-') 




=•: (». X' - u, XV + ".).|i'' - % {•■') ()- " vi 




s i 4.(X) jX-X, f] 
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Fassen wir liier X^ als beweglich auf, so stellt dies die 
linke Seite einer Involution vierten Grades mit der festen 
cubischen Form i]j(X) dar. Bezeichnet man als Goefficienten 
einer binären Involution 

a'l + h bl 
die Determinanten (ai);^ (von denen allein ja alle invarianten 
EigenBchafteii der Involution abhängen), so erkennt man durch 
die Entwicklung von Ä^^ nach den A^^^^^ reap, («ö),,^ den Satz: 

„Die Bedingung, dass drei Punkte einer lil 
\,X^,X^ (Wurzeln der Gleichung 4j(X) = 0) auf einer 
Geraden liegen, lässt sich in die Form bringen: 

(9) = A^., = X^p.^ (ab)^ = \ p.^ A,^^ = 
wo die p.j. die Goefficienten einer Involution 
vierten Grades mit gemeinsamer uubiseh er Form 

23. Gellen wir jetzt zum allgemeinen Fall über, so haben 
wir im linearen Schnittpunkttheorem einer B' 

(10) px. = tp.(X) = a^^ X" + a.^ X""'' + ■ ■ ■ «!„ (^ = 1, - ■ Ji) 
das aus (« -j- 1 — [i) Gleichungen 

(11) a^ = 0, fc, = 0, c^ = 0, . . . (n -\- 1— jt)^ = 
besteht, die n — |i Argumente 



Mit Hülfe der Relationen (cf. Nr. 21) 

(12) S^ ^^ '^0 °ij + "l^i ^ii_, -!"■■■■ '^n— II. '^1 

gellt eine Form 

(13) a^-ff„.^ + «,s^-f ...a,s^ 
über in: 
(14) 1^ (»(, a^ -j- *i °i "I" "^a '^a + ■ + ''V "ii) 
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oder nach den <j geordnet in: 

a^ (ßii Tjj -(- a^ T^ + «2 T^ + . . . -)- a„_^ t„.„ ) 

+ a, («,T„ + «^ ^^ + ^3 T, + . . . + «„_^^i X„_J 
+ 

+ a,^ («iA ^0 + %+^^l + '^l^+s; T^ + . . . + <*„ T„_i.). 

Die Klammercoefficienten aind die nach [i Argumenten 
X^j X^, . . X polariairten jj. '" Differe utial quo ti enteil von a-^ resp. 
die nach (_n — ;i) Argumenten polariairten (n — |i)""' Differential- 
qiiotienten von «j, oder auch, wenn diese Argumente ala 

Wurzeln der Formen | '^ «^ reap.j; — ßlj'"'^ betrachtet werden, 

die {j,**" resp. (n — [i)"" Ueberschie bangen der bezüglichen Dif- 
fere naialquoti enten über diese beiden Formen. 

Bezeichnet man die fi""' DiiFerentialquotienten von 

entsprechend die der andern Formen 

hsf„ «1 s /■„...(" + i-fili -/.-, 

80 ergiebt sich durch EÜmhiatiou der z bei Benützung der 
ersten Entwicklung einer Form a : 

(15)0=1 (/>)", (/>)'',(/;'<^)^ ....(/T''*)'! (i=o, i,, .»-,.) 

und man hat wie oben 

(16) A.,,, -- -dr-Ji (f.if, (flif, ■ ■ ■ i/r''«'} 

_ ti \) tA) ■ ■ ■ T.(V) 

Ferner ergiebt sich, wie oben: (17) 
A„,,i=0=:2 p A 

wo die \ die Determinantencoefficienten der Gruppe 
(18) », <p, (1) + », <p, (X) 4- . . . «^ <p^ (X) 
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D5e rationalen Curven. 37 

und die p die ont Spruch enden Coeffici eilten der Gruppe 

(19) %{\^, + <•,■!, + ■■■^.-r.■|..-^], 
WO die V {wie die u) willkürliche Parameter und die y be- 
liebige binäre Formen {n — [i)*™ Grades voratellen. 

Nach dem Grassmanii'schen Satze kann man wieder statt 
der A die entsprechenden Determinanten der Schnittpunkt- 
theororagruppe 

(^0) a, b^, c^, . . . {«-)-l— [i)^ 

substitiiiren, 

§■11- 
Zusammenhang der zweiten Form voe 

mit den Gordan'sclieii Uatersuchungen üher Combinantea. 

24. Gordan's 'W erster Satz tlber Combinaiiten binärer 
Formen (auf die wir uns hier beschränken) lautet : 

^Eine jede Combinante einer Anzahl binarer 
ForraenM'" Grades; 

ist eine Invariante der binären Form von p, Variabelu 

(2) *„^ = |<f>,{X,), cp, (X,) . . , 9, a,.) (i = 1, 2, . - - |x) 
(uüd ist folglich eine ganze Funktion der ji-rcib- 
igen Deternijnantencoefficientender cp.)." Der 
nmgekehrte Satz gilt selbstverständlich, da ^n,^ resp. An.u, 
selbst eine Combinante der rf(X) ist, also auch jede Invariante 
von * resp. Ä eine Combinante der ^(X). Es lässt sieb <&„ ,_^ ein- 
facher durch jIj, ersetzen, wo 

(3) «„^ = D^W A.,^ 

Der geometrische Sinn dieses Satzes ist sehr einfach, 

wir wollen ihn wieder zunächst für den Fall [j, r= 3 erläutern. 

Dann stellen alle Combinaiiten der drei Formen ^^(X), ■=: 
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gesetzt, geometrische Eigenscli.afteii rosp. Gebilde clar^ Jie 

in projektiyiaeh unzerstörbarer Bezieliimg stehen. 

Die letztere ist aber dadurch völlig charakterisirt, dasa 
sowohl die Punkte der Ebene, als die Geraden derselben ein- 
ander eindeutig zugeordnet sind. Das letztere findet aber 
statt, wenn irgend drei Punkten auf gerader Linie andere drei 
Punkte in gerader Linie entsprechen. 

Daher hängen alle projektivisch unzerstörbaren Eigen- 
schaften der M allein von der Bedingung ab , die aussagt, 
wann drei Punkte derselben in gerader Linie liegen d. h. von 
der Gleichung 

(5) <l'„,j^ = resp. Ä„,^ =z 

ab. Genau das Analoge gilt offenbar von der II , nur dass 
statt der Geraden hier ein Lineargebilde 

tl^i^ u^ x^ -^ u^ x^ -\- . . . -\- U.j_ X ■=:i <) 
an die Stelle tritt. 

25. Für An sind beide, von uns abgeleitete Formen 
zulässig, wir fassen jetzt die zweite in's Auge, 
Der zweite Gordan'sche Satz '" lautet: 
..Eine jede Combinante von [i binären Formen 
»'•' Ordnung 

(6) <P,W, 't,!}), ■ ■ ■ V^' 
ist eine Invariante der binären Form mit [n — (r+l) 
Variiibeln 

),„X„...X,_^+,: (7) 

B.,f = i(f»Xn'*'' (Wr "*',.■■ (M""'" " (i = 1. 2. ... I») 
wox(X) = «.(X-A,) (X-y . . .(X-X._^+,), 
ferner cp., der (^i — 1)'^ D ifferentialqn ütient von 
m(X, [i) ist, f[i— j.)mal nach X, (r— l)mal nach \!. ge- 
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uii(i{9 , x)" ' ^^'^ ('^ — i^4'0 UeberscJiiebiing der 
Formen cp.^. und ;( darstellt." 

B„ ist hier evidenter Weise eine Gorabinante der 
9(X), also nmgebelirt auch jede Iiivariimte von B eine Com- 
biiiaiite der cp(?.).'' 

26. Dieser zweite Gordan'ache Satz leitet sieh aber ohne 
Mühe ans dem ersten mit Hülfe der früheren Betrachtungen 
über die Reciprocität des Schnittpnnkttheorems (§. 4) und der 
zweiten Form von A„„ ab. 

Der Inhalt jener Eecipvocität lässt sich mit liücksicht 
auf die Ableitung dieser Form von Ä,, kurz so aussprechen: 

»Die Form A.,, = '.(f^ i,f, (f/ ,ff, . . . (f^-'^fl 
verhält sich zur Gruppe der ^^{h ■= 1, . . . \i.) gerade 
so wie die Form 

zur Gruppe d e r f^ (i zz: 0, 1, , . . n — ^[j.)." 

(Dabei sind die f die Scbnittpunktformen der (f, und um- 
gekehrt.) 

Nun ist xa Folge des ersten Gordan'schen Satzes jede 
Combinante der |i Formen 9 eine Invariante von An,u, (aweite 
Form)j also auch evidenter Weise eine Combinante der 
(ji-f-l — V-) Formen f, mithin unter nochmaliger Anwendung 
des ersten Gordan'schen Satzes eine Invariante von B^ ^. Dies 
ist aber der zweite Gordan'sche Satz. 

Mit Weglassung der Zwischenformen A„^^ rcsp. ß^^^ 
können wir demnach den Inhalt beider Hauptsätze so zu- 
sammenfassen : 

jjede Combinante der [i Formen cp ist eine 
Combinante der {n-\-l — [i) Sehnittpunktf orm en f 
und umgekehrt *)," 

■*) vgl. die histovisoha Buincikimg der E'mleitiuig, 
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Man wir<l daher mit Vortheil immer die Form A,,^ resp, 
Bn,u, zu Grunde legen, die iiiis der Icleineren Anzahl von 
Formen gebildet ist. 

Um dieBe Sätze auf die rationalen Cnrven anwenden zu 
können, genügen einige läemerkungeii. 

Eine jede solche Curve lässt sich bekanntlich immer ein- 
deutig, Punkt filr Punkt auf eine Gerade abbilden luid die 
Darstellungefunkt Ionen <y(X) lassen sich nach Lüroth '^* immer 
in eine solche Form bringen , dass jedem Punkt der Curve 
resp. Geraden immer nur ein Argument X zugehört. (Es 
werden uns weiterhin noch Beispiele solcher Umformungen 
begegnen.) 

Daher ist eine jede nicht zerfallende rationale Curve li 
als Interpretationsgebiet der In Varianten theorie binärer Formen 
zulässig. Dann sind offenbar die simultanen Invarianten und 
Covarianten der dargestellten Formen unabhängig von einer 
CoUineation des Raumes, in dem sich die rationale Curve be- 
findet. 

Wie weit aber umgekehrt alle Eigenschaften der ratio- 
nalen Curve, die bei Collineationen des bezüglichen Kaumes 
invariant bleiben, von den Invarianten binärer Formen ab- 
hängen und was für specielle Baumcollineationen mit den 
linearen Transformationen auf rationalen Curven verknüpft 
sind, diese allgemeine Frage möge verschoben bleiben, bis 
erst ein hinreichendes Material gewonnen ist, das diesen ab- 
strakten Untersuchungen eine concreto Unterlage gewähren soll. 

Vor allem soll erst das wichtigste Hülfsmittel des Fol- 
genden , die Theorie der Normcurven , in kurzen ZUgen, nur 
soweit es erforderlich, abgehandelt werden; iehei wird sich 
schon, nnd dies allmählich in steigendem Masse der grosse 
Nutzen herausstellen, den der Gebrauch der in diesem Capitel 
erörterten Prinzipien und Sätze, vor allem des letzten gewährt 
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In den einzelnen Fällen wird siuli aucli die ebon aufgeworfene 
Frage leichter übei-sehen und beantworten lassen. 

Den Abschluss dieses Gapitels bilde ein Satz, der einen 
unmittelbaren Ausfluss des letzten Satzes bildet, und der zwar 
impticite schon in den Untersuchungen der früheren Para- 
graphen enthalten ist, jedoeh noch nicht mit der nötbigen 
Schärfe betont ist und der kurz so auagesprocben werden 
kann (mit der Beschränkung anf binäre Formen, wenn dies 
auch nicht erforderHch ist) : 

„Die Fnnktionaldeterminanten conjugirter 
Gruppen binärer Formen sind dieselben." 

In der That gehen wir wieder von der R^ ans: 

p,^, = <,,(A) (> = . . . <i) = «, r + . . . »,„ 

mit den Schnittpunktsrelationen 

"is = 0, a^^ 1= 0, . . , a^_^ ^ = 
so folgt zunächst aus dem Früheren augenblicklich, dass die 
Forderung, es sollen »s benachbarte Punkte X der Ourve 
sich anf einem Lineargebilde d Stufe befinden , so viel 
Lösungen X zulässt, als die Funktionaldeterminante der Formen: 

^iXj «sXi ■ ■ ■ "^»-ii.X 
Wurzeln bat. 

Andererseits erhält man diese Forderung auch im Ver- 
schwinden der Determinante der cp.(X) ausgedrückt, wenn man 
in den einzelnen Coluranen derselben für X die Werthe setzt 

X, X-\-dX, X-\'2dX-\-dX^ etc. . , . 
Diese geht aber, wie z. B. Clebsch'^' öfters an einzelnen Fällen 
nachgewiesen hat, mittelst der gleichen Methode, indem man 
nur noch nebst den gewöhnlichen Umformungen von Deter- 
minanten solcher Art den Euler' scheu Satz über die Darstellung 
binärer Formen mittelst ihrer (nach zwei homogenen Variabein) 
genommenen Differentialquotienten wiederholt anwendet, in 
die Fnnktionaldeterrainante der Formen cp.(?.) über. 



y Google 



42 Diß Keye'solie Apolarität und ä'ie Normouvven. 

]3eideFiinktionalcleterramantensiiidvomGrade(d-j-l)(H — ä) 
in X und vom ersten iu den Determinanten der a resp. a, die 
nach §. 1 proportional sind. Also unters cheiden sich beide nur 
uocli um einen unwesentlichen Faktor, den man meistens der 
Bequemlichkeit wegen gleich 1 setzen darf. 

Dieser einfache Satz ist namentlich einer der kräftigsten 
Hebel zur Erforschung geometrischer Wahrheiten mittelst 
algebraischer Behandlung, wie sich des Weiteren zur G-eiiUge 
ergeben wird, 

Capitel II. 
Die Reye'sclie Apolarität und die Nornicurven. 

Abschnitt I. 
Die Noi'mcurven (apcziell der Ebene und des Raumes). 

§. 12. 
Der Normkegelscimitt der Ebene. 
28. Wenn iiuch dieser Abschnitt mancherlei Bekimntcs-*') 
enthalten wird, so fehlt, so viel ich weiss, doch eine systema- 
tische Zusammenstellung der Haupt-Sätze dieser Theorie, die 
bezweckt , die Bestimmung der Lage der Punkte (Geraden, 
Ebenen, überhaupt Lineargebilde) in der Ebene, im Baume 
(und höheren Mannigfaltigkeiten) von fest gedachten Curven 
(dem Norrakegelschnitt der Ebene, der cubischeu Normcurve 
des Eaumes, allgemein der ratioualen Normcurve n'^ Ord- 
nung iio Räume von n Dimensionen) abhängig zu machen. 
Und zwar erweist es sich weiterhin im Laufe der Unter- 
sucbungen als höchst vortheilhaft , diese Normcurven nicht 
gana beliebig zu wählen , sondern sie gewissen (Apolarit^its-) 
Bedingungen zu unterwerfen, ähnlich wie man die gewöhn- 
lichen Co Ordinate n Systeme den gerade vorliegenden Aufgaben 
gemäss möglichst bequem einrichtet. Es wird im Folgenden 
wesentücb auf eine geschickte Eezeicbuungsweise ankommen. 
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29. Wir denken uns in der Ebene ein festes Dreicckacoor- 
(liiiatensy stein und bezeielinen a!a Noi-mkegelscliiiitt (S^) 

(1) px^ = X , px^ = 21, px^ ^= 1, 
wo (p ein beliebiger Faktor und) X ein variabler Pai-ameter ist, 
{ef. Salmon-Fiedler, Kegelschnitte. Art. 305.) 

Die gewölinlielie Gleichnngsform wird dann unmittelbar 

(2) 4x^ x^ — xl= 0. 
Umgekehrt kann bekanntlich *) ein beliebiger (nicht zer- 



*) Man sloht dies aHoh ftus der aJlgeuiBinsten Parameter darstolliiiig des 
KegelKclinittB , äer jeder (niolit zerfallende) Kegelsolmitt Tevmöge seiner 



C fi m r a sind. 

E e Gleioli- 

;n (1 und .,) als Gieicliung dieses Kegelschnitte inden alten Cooidinaten a:: 



Dies kann man auoli nocli auf eine awoito Art sehr JoieM ab- 
leiten , die aiioh bei ähnlichen Elhniiiinationsanfgaben oft angewandt 
werden kann. 

Man sehe in den drei Gleicliungen der allgemeinen Parameterdar- 
Btelliing des Kegelschnitts zunilohst die Potenzen von X als Unbekannte 
In der Art an: 

? ^ p' ^'9 °' 

berecliiie die drei nicht buniügenen Unbekannten in der gewöhnliehen 
Welso imd wende dann erst wieder die den l ankonimende Identität: 



So einfach diese beiden Methoden ersoheinen mögen, so vergleiche 
man docli z, 13. die «ühsanie Methode fialmone (Höhere ebene Curven pg. ö3), 
die zum mindeeten die charakteristische Form des Endresullats schleoht 
erkennen lilsst. 

Dasselbe Verfahren ist zunScbst auf die allgemeine Paiameter- 
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fallender) Kegelschnitt der Ebene in dieser Form dargestellt 
werden, wenn nur daa Ooordinatensyetem passend gewählt wird 
{d. i. wenn man zwei Tangenten und die Berülirnngssehne des 
Kegelschnitts zu Seiten des Coordinatendreiecks nimmt). Die 
Form (1) sagt aus, dass jedem Punkte des Kegelschnitts (oder 
auch seiner Tangente) ein bestimmter Werth von X zukommt 
und umgekehrt. Daher ist es weiterhin erlaubt, einfach von 
einem Punkte (resp. Tangente) „X" des Normke gel Schnitts zu 
sprechen. 

Eine beliebige Gerade der Ebene : 

(3) u^ = u^x^-j- 11^ x^ + !t„ a;^ = 
trifft JVg in dem Punktepaar der quadratischen Gleichung (wie 
es der Kürze wegen lauten mag) : 

(4) u-^ ^ Wg >. + 2Mj X + Mj^ = 0. 
Seien die Wurzeln dieser Gleichung a, ß und 

(6) « + ? = 'j, »p = '-", 

SO folgt aus (4) für die Coordinaten der Geraden: 
s 

(6) TM^ = S^, -OTj ^ — -q, mfj, := Sg 

(wo \ ein beliebiger Faktor*) sei). 

Die Gerade wird (und nur dann) zur Tangente für 
a.-='^=k, daher ist die zu (1) dualistische Darstellung (in Linien- 
coordinaten): 



dirBtollong dei cibitcliPii Liimcuivs (cl ^5 11 und ih 11 
EWtiSer Oidnviug ajnie ubeil wipt 111 derselben Wei^e lut de 
tuiVB h'" Ordnung lai Paume von n Dimensionen anwendbar 

Dabei zeigt sieh noch dei m^rkivuidige Umstand den wii ' 
eict nur angeben woUph da=s die Curve 

03!, ;= rnjl' (i = 0, I, d) 

m ttirldiUkeit ntii von ((2 — I) Cirossen (pa^finiden Q lot pntc 
abblingt, nitbrend die subeinbaie Absilbkmg deicn l lieteit 

■'■) Dieüei Zusatz mag bei ähnhcben Ffillcn vun jetit ib ntt 
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(7) Tu^ = 1, TM^ = — X, m^ = X" 
oder in gewöhnlicher Form: 

(8) % % - ul = 0, 
Verfährt man jetzt wieder, wie oben mit (1), indem man 
(7) mit der Gleichung eines Punktes corabinirt, so erhält man, 
parallel den Gleichungen (6): 

(9) px„ = Sg, px^ ^= Sj, gx^ = Sj|. 

Die in (5) eingeführten Grössen --, — nennt man gewölin- 

lich die elementar- symmetrischen Funktionen der zwei Grössen 
a, ß; ich bezeichne, weil sich dies weiterhin als nützlich heraus- 
Btellt, die Grössen s^, s^, s^ (oder genauer ps^, ps^, ps^ wo p 
variabel) als die homogenen symmetrischen Funktionen 
von zwei Grössen (Werthen, Parametern, Argumenten) a, p. 
(Treten weiterhin mehrere Eeihen solcher Funktionen auf, so 
seien sie bezeichnet mit s^, 5^, s^ resp. <s^, a^, o^, resp. S^, 3^, S^, 
resp. t , Tj, T^ etc. oder auch kurz mit s^, q^, yS., t. etc.) *) Dann 
können wir unser bisjetziges Formelsystem in folgenden Satz 
kleiden: 

Ä) gDer Xormkegelschnltt der Ebene, als 
Ordn ungscurve aufgefasst (in diesem Sinne sei er mit 
iV bezeichnet) ist dargestellt durch die Gleichungen 
(1) resp. (2); dagegen als Klassencurve (und, sofern 
dies hervorgehoben werden soll, sei sein Zeichen N^) durch 
die Gleichungen (7) resp. (8). 

Die Goordinaten eines beliebigen Punktes 
der Ebene sind durch (9), die einer beliebigen 
Geraden durch (6) **) repräsentirt, wo die Sj die 

*) Dieselbe Bemerkung (und Bezoichiiung) soll fäc die symmetri sehen 
Funktionen von drei und niabr Wortlien i, ß, y, etc. (eines Parameters) gelten. 

**) Ist in (6) und (9) das Argumentenpaar beidemal daseslbe, so 
ist der Punkt (9) der Pol der Roraden (6j, wie auch aus Gleichung (2) 
direkt folgt. 
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li o la o g e 11 e II symmetrischen F u n ii t i o n e ii der beiden 
Parameter sind, die den vom Punkte an N^ aus- 
gehenden Taugenten resp. den auf N^ durch die 
Gerade ausgeschnittenen Punkten angehören." 
Die Einführung des Normkegelachnitts hat daher die 
grosse Beqtiemhchkeit zurFolgCj dieCoordiuaten eines Punlitea 
der Ebene unmittelbar mit den homogenen symmetrischen 
Funktionen zweier Werthe (eines variabeln Parameters) iden- 
tif'iciren zu können. 

§. 13. 
Die cEhisehe Normcurve des Raumes. 

Ich mache hier schon auf die Abhandhuig von Herrn 
Sturm : ^Darstellung binärer Formeu auf der cubischen Raum- 
cm-ve" (Grelle Bd. 86) aufmerksam, die unserem Gegenstande, 
namentlich in dieseui Abschnitte sehr verwandt ist. Es Hess 
sich nicht vermeiden, um das Verständniss nicht zu erschweren, 
manche Sätze, die dort schon vorgetragen sind, noch einmal 
(wenn auch meistens anders nnd in anderem Zusammenhange, 
abgesehen von dem mancherlei Neuen) zu beweisen. Nur so 
Hess sich eine, wenn auch sehr gedrängte, Systematik er- 
reichen. Ich citire jene Abhandlung im Folgenden einfach 
mit Sturm. 

Im Übrigen möchte ich dabei betonen, dass mir die Inter- 
pretation der binaren Formen auf irgend welchen rationalen 
(spec. Norm-) Gurven als solche nur Mittel zum Haupt- 
zweck ist, das Auftreten der A poiarität überall nachzu- 
weisen und Tor Allem den engen Zusammenhang der 
binären Apolarität mit der te mären, quaternären 
etc. zu ergründen, wozu es erst einer Keihe von Vorbereitungen 
bedarf, die ich, um sie dann ein für allemal zum Gebrauche 
fertig zu haben, nach Möglichkeit in ein systematisches Gewand 
gekleidet habe. 
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30. Die Behandlung dieser Normcurve dea Raumes ist in 
ihrem ersten Tlieile der des Normkegelschnitta der Ebene ganz 
ähnlich; erst weiterhin stellen sich Besonderheiten ein, die von 
der gewachsenen Zahl der ßaumelemente (Punkt, Ebene, Ge- 
rade) herrühren. Unter der Normcurve dritter Ordnung {N,^) 
verstehen wir, den Raum auf ein festes Tetraedercoordinaten- 
system bezogen gedacht, folgende: 

(1) pa:^ zr: X , px^ = 3 X , px^ = 3 X, px^ = 1. 

Wiederum kann bekanntlich *) jede, beliebig gegebene, 
nicht Kerfallende und in keiner Ebene liegende cubischeRaura- 
cui-ve durch geeignete Wahl des Coordinatentetraeders in dieser 
Form dargestellt werden. (Dasselbe besteht dann aus den 
(Schmiegungs-) **) Ebenen irgend zweier Punkte der Cin-ve 



*) Mau wende nur auf die allgemein gegeben« f'mve 

P^i = '^i3 '■' +"12 5. + "ll ^ ■+■ "lU ".' = "■ ^' ^- "^ 
die lineare Punkttrnneformation an, deren Ceeffioianten die UntPideter- 
miunnten ä&s SysteniB der Coeffioienten a Bitlil und multiplioire dann noch, 
ev, die nouoti Coordinaton mit geeigneten Faktoren. 

**) Ea sei gleich hier hiiisiolitlioli der Nomenlilatinr der cubisohen 
Eaumeurven Folgendes erwäimt: 

„Dia Sohmiegungs ebenen mögen einfach Ebenen der Chtto (Ng); 
die „Linien zweier 8 oiimiegiings ebenen" einfach „Axen" der Curve (Ng); 
heisBon, die also den Punkten, Sehnen der Curve (JVg) gegonflberstehen. 

In gleicher Weise heissen die . Tangentialebenen einer Fläche zweiter 
ClasEe'Pj einfiicli die Ebenen der Flache, so dass man dann a,B, sagen kann: 

„Eine Kaumeurve dritter Classe (N^) und eine Flache Bweiter Glasse 
(*j) haben aaclis Ebenen gemein." 

Enthalten die Ebenen einer FDlche aweiter ClaeBe alle Ebenen einer 
eubiscben Raumcurve (N^) so sage ich: „die Fläche ist der Curve 
um(be)BCbri6ben". 

Die ganze Mannigfaltigkeit dieser Flächen zweiter Classe sei einfach: 
die FlHchenachaarBchaar -{zweiter Clasae) der Curve (N3) { 
„dem Fläcbonnetz (zweiter Ordnung) der Curve (ifg)". 

Zur Gleichung (4) eei bemerkt, dass, ivo es nicht nothwi 
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nebst den beiden Tangenten ebenen derselben, die resp. durch 
den andern Punkt hindurchgehen.) 

Dann gehört jedem Wertlie des Parameters X ein be- 
stimmter Punkt der Curve (oder auch seine Ebene, oder auch 
seine Tangente) zu und umgekehrt. 

Daher wird im Folgenden einfach von Punkten (Ebenen, 
Tangenten) X der Normcurve die Rede sein. 

Das durch die Curve (1) gehende Flächennetz zweiter 
Ordnung ist, wie sofort zu sehen, dargestellt durch: 

wo die fi variabel sind. 

Umgekehrt ist dann, wie man weiss, durch dieses Flächen- 
netz aweiter Ordnung die Curve vollständig und eindeutig 
bestimmt. Wir kommen weiter unten auf dieses Netz von an- 
derer Seite her zurück. 

Der Schnitt mit einer beliebigen Ebene: 

(3) u^ = u^x^-\- Mg x^ -\- li^ x^=Q 
liefert zur Bestimmung der Schnittpunkte die Gleichung: 
(4) M), ~ u^lk -I- 3 M, X' + 3 u^ X + M^ = 0. 

Seien die Wurzeln derselben a., ß, y und 

(ä)- + fi + T = ^-;. =? + «T + Pr = ^", «Pr = '^ 

90 folgt aus (4): 

(6) TMj ■=. S^, XU^ = — ■ ö-, "t^i = "öj 'r^*y ^^ ■^ ■'s • 
Die Ebene wird (und nur dann) zur Ebene der Curve, 
wenn a. ■=. ^ -^ -^ ■=. \. Daher ist die zu (1) dualistische Dar- 
stellung der Curve (in Ebenencoordinaten): 

(7) TWj = 1, tMg = X, TMj =^ X I '^'^ü ^ — ''' } 

geivBlinliche BeaBiohnuiig oiiiei' hinäieii Fovm a. , i. etc. durch ii. , h^ etc. 
ersetat werde im Gogensatae au dcu Fornion Oj, h, etc., die aus den eiston 
divrcli 11 mslige Polarisiition nach « Grössen entstehen, (cf. §. 5) 
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mithin ist die Schaarschaar von Fläclien zweiter Klasse, deren 
gemeinsame (Tangential-) Ebenen die Ebenen unserer Cnrve 
sind, oder wie wir kürzer sagen wollen: die Schaarschaar 
der der C n r v e n ra s c h r i e b e n e o Flächen zweiter 
Klasse" bestimmt durch: 

(8) («, .., - ul) V, + (.., », - », igv, + (.,, «,-»>, = 
wo die V variabel sind. 

Aus (8) geht wieder die Form (7) hervor, wie aus (2) die 
Form (i). 

Combinirt man endlich die Gleichung- eines beliebigen 
Punktes mit(7)und verfährt ganz wie mit(l), so crhiilt man als 
Coordinaten eines Punktes: 

(9) p^g = Sg, px^ = s^, px^ = s^, px^ = s^. 
Mit Eücksicht auf die zum Satze A (§. 12) gehörige An- 
merkung können wir das Bisherige in folgenden Satz zu- 
sammenfassen : 

B) „DieräumlicheNormcurve, alsCurve dritter 
Ordnung aufgefasst (in diesem Sinne heisse sie JV^) ist 
durch die Gl eicbungen(I) resp. (2) dargestellt; da- 
gegen als Curve dritter Klasse (und, sofern dies her- 
vorgehoben werden soll, sei ihr Zeichen N^) durch die 
Gleichun gen (7) resp.(8). 

Die Coordinaten eines beliebigen Raumpunktes 
s i n d d u r c h (9) ; d i e einer b e 1 i e b i g e n E a ii m e b e n e *) 
durch (6) re präsent irt, wo die s^ die homogenen 
symmetrischen Funktionen der drei Parameter 
sind, die den drei vom Punkte anN^ gehenden 
Ebenen resp. den drei auf iV^ von derEbene aus- 
geschnittenen Punkten z u g e h ö r e n. " 

*) Diese evliält man also allgemein nach dev RegeJ, dass man die 
Punktco ordinalen umkelii't, mit ab wechselndem Vorzeiclien yereieht, und 
mit den (zur DimensionBnaalil des Eaumes) geliörigsu Binominalcoefficieaten 
diridli't. 
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Die Einführung der ciibisciien Nonucurve bringt es daLer 
wieder mit sich, dass die Coordinaten eines Bamiipnuktes ge- 
radezu mit den homogenen symmetrischen Funktionen von 
drei Werthen (eines Parameters) identisch sind. (Und das Ent- 
sprechende gilt, wie man sich leicht überzeugt, für beliebig 
hohe Bäume cf. No. 28.) 

§. u. 

Geometrisclie Eigenschaft der auf die Normevirven bezogenen 
Coordinaten. 

31. Ausser dem erwähnten formalen Vorzug, den die 
Noi'mcurveu mittelst der auf ihnen ausgebreiteten Parameter- 
vertheÜLing gewähren (und dessen Wichtigkeit erst allmählich 
hervortreten wird) gilt noch ein zweiter geometrischer. Es 
spricht sich nemlich in der neuen Bedeutung der Coordinaten 
eine hervorragend wichtige Eigenschaft von Punkt (Gerade) 
einer Ebene in Bezug auf einen beliebigen Kegelschnitt in der- 
selben, sowie von Punkt (Ebene) des Raumes in Bezug auf 
eine beliebige cubische Raumcurve aus, so dass diese Elementar- 
gebilde einen gewissen geometrischen Ort vorstellen. 

In der That stellt ja eine Gleichung 

(1) u^ ^ Mg Sg + u^ s^ -f u^ 5^ = 
eine (gewöhnliche) *) Involution dar, als deren Elemente man 
hier die Punkte (Tangenten) 1 eines Kegelscbnitts(A^g) ansieht. 

*) ich veiätohe, wie jelzt iiieiRtons gescliieht uiitei einei linolutiun 
n^" Oidimng ein binJiief, FormeiiiiUhcliel n'" Oidmiiig ^ \- hf'- Diest- 
lISBt Bicli dann (cf Kap I, § 3) stets eieeUoii dmeh (ii — l), m (u + 1) 
GidBeen e^ lineaie Rplalionen lUo tmo Imolution ziieilei Oidnung (die 
!oli diB gewöhnliche Imoluljon ndti soiilechtwpg luvul ilioti ntnap) Ünidi 
eino öleichiuig «^ '^ l\ 

liii ditie (Schmftpiinkt ) Kchtiuiicn kann mnii dann ivifl^i di 71 
gehüllten (&ühnitlpunkt) „Poimon" HBlisn a h die /m Iniolnt lji upo 
laiB odei conj igulo I' oimengruppe ['.f §24) 
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Da nun nach Satz A) die s. als homogene symmetriBche Funk- 
tionen zweier Wertlie a, ß die Coordinaten des Punktes sind, 
von dem die Tangenten a, ß an N^ gehen, so liegt darin der 
bekannte Satz der Ebene (unter Punkt eines Linienpaares ihren 
gemeinsamen Punkt verstanden): 

„DiePunkte der Tangentenp aare einerlnvo- 
Intion an feinem Kegelschnitte durchlaufe n eine 
Gerade (deren Schnittpunkte mit demselben die 
Doppelelemente der Involution darstellen) und 
umg. ist jede Gerade der Ort der Punkte der 
Tangentenpaare einer bestimmten Involution auf 
dem Kegelschnitte (und dualistisch für einen 
Punkt)." 

Daraus folgt dann aus den geometrischen Eigenschaften 
der Involution, dass die Berüimmgsp unkte eines jeden dieser 
Tangentenpaare harmonisch liegen zu den Schnittpunkten der 
Geraden mit N^. Algebraisch heisst dies bekanntlich, dass die 
bihneare Invariante der beiden quadratischen Formen 

(abgesehen von einem Zablenfaktor) mit u^ identisch ist. 

Ganz analog stellt sich die Sache iüt die cubische Eaura- 
cnrve (JV ) und wir können daher ohne Weiteres den Satz aus- 
sprechen (unter dem Punkte eines Tripels von Ebenen ihren 
gemeinsamen Punkt verstanden) : 

„Besteht zwischen den Ebenen einer cubiscben 
Raumcurve eine trilineare symmetrische Ver- 
wandtschaft in der Art, dass zu irgend awei Ebenen 
der Curve stets eine dritte und zwar so gehört, 
dass zu je zwei Ebenen dieses Tripels immer die 
dritte gehört, so durchlaufen die Punkte aller 
dieser Eben entripel eineEbene (die dieOurveiu 
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drei P Uli k teil sehn ei (1 et, deren Ebenen, ilrcifach 
gezählt, je ein Tripel der Verwandtschaft bilden). 

Umgekehrt ist jede Ebene der Ort der Punkte 
der Ebenentripel einer solchen Verwandtschaft 
(und dualistisch für einen Punkt}." 

Und auch die Folgerung ist hier eine ganz analoge. 

Denn ist die Verwandtschaft dargestellt durch 
(3) u^ = M^ «3 + M^ Sg + n^ s^ + u^ 5^ = 
so sind die drei Ebenen der Curve, in denen je drei Ebenen 
eines Tripels zusammengefallen sind, repräsentirt durch: 

(4) ux = Mg X' + 3 M^ X' 4- 3 Mj X + M^, 
andrerseits aber irgend ein Tripel (s^) der Verwandtschaft durch: 

(Ö) S), = s^, X' — s^\ + *3 ^ — ^3- 
Dann ist wieder die bilineare Invariante beider Formen 
(4) (5) (abgesehen von einem Zahlenfaktor) !( . Daraus folgt, 
wenn ich zwei Ebenentripel der Curve, deren Argumente zwei 
zu einander apolaren cubischen binären Formen angehören, 
„au einander apolar" nenne*): 

„Jedes Tripel einer trilineareu symmetrischen 
Verwandtschaft (dessen Punkt also auf einer 
festen Ebene liegt) zwischen den Ebenen einer 
cubischen Raumcurve ist apolar zu dem ausge- 
zeichnet enTripeJ**), dessen Elemente je des, drei- 
fachgezählt, ein Ver wandtscbaf tstri pel bilden." 



*) In äereelben Weise soll übeuliaapt immer das Wort npolar von 
den vorkommenden A i-gumenfgi'nppen auf die zugoliürigeii Punkt- (Ebenen, 
Geraden eto.) Gruppen übertragen werden dürfen. 

**) Daraus folgt wieder, wonn mnn die Normeurve von irgend einem 
Punkte 

^), ^ ^ft ''•^ - i^l '■^ + ^2 ^ — "'s'^-^- "^ü P- — '•l) C- — \) (^ — ^s) 

auf irgend eine Ebene projiuirt, der alte Salz (Kap. I, g. 2) dass wenn 
Pi = fij {l—\f (wo ilie a beliebige Faktoren sind) eine rationale ebene 
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Und da eine cubisehe binäre Form au sich selber apolar 
iat, so folgt sofort der bekiinnte, schon melirfaeli -" auch vou 
dieser Seite her betrachtete Satz : 



Curve drittel' Ordnung Ist (mit dem "VVondudi-e 
so stellt 



t als Coordinatondvei 



I +" 



■-.- + ",» = » 



ihr SchnittpuTikltheorem 
Nimmt man noch e 



teil Pimid Bu Hüife 
»X = »• »' - »1 l' + % ^ - Sl iS g, (l - \) (» - \) (A - 1^) 
und projioirt die Curve N^ duroh die Gerade xy auf eine Ebene, si 
repräeentii-t die Gruppe 



. "' ' 



S, ' 






. + 'P + 'V +".■.-» = ». 

will, einen Piinld (InTolution) in dci' Ebene da Cur 

9^1 = Oj (X - /..} 
1 Punkt in der Ebene der Carve 

p,J^ = ö, (X - l.f: 
Involution , die das Stralilbüecliel jedi33 Punktes aL 
itias oll neidet, ist beldsnial die kp. 



.■'A 



conjugirt« Gruppe. 

Und endlicli gelangt man so mittelst di'eiet Punkte x, i/, r; zu iiiner 
Geraden, die duteb die Gleichungen 

pa t t t 

D \ f li 11 pfit g 11g m d s 1 gt d dl 

lit Id jdJ^mteltdPj (db hSI d 1 

wd mgkh Opt ld'bglll^ 

1 kg filh t d 

Ad kltn Idd'^th Gdl 

tlttdrad IttdD 1 Ttd tCdt 

V 1 1 P ly d t C d ta (d 1 d i Ä hl 1 

Bit b d mü ) na f( h 
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j,D er SclinittpuDkt irgetid Llrcier Ebcne}i der 
Curve liegt anf der Ebene ihrer Sciimiegungs- 
punkte (undPnnkt undEboiie besitzen dann die 
gleieben Arg'unien te)". 

Jls hat offenbar nicht die geringste Schwierigkeit, diese 
Sätze für eine rationale Ciirve m'^'' Ordnung im Räume von 
n Dimensionen auszusprechen: doch mag dies wegen der Com- 
plicirtheit der geometrischen Ausdrücke {bei algebraischer 
EvitJena) unterbleiben. 

Der letzte Satz gilt selbstverstäiidliuh mir i'iir Räume 
von ungerader Dimensionenzahl. 

§, 15. 
Die (^gewöhnliche) Involution auf der cubischen Eaumourve. 

32. Ehe wir zur Dai^tellung der Raumgeraden mittelst 
der Normcurve übergehenj sei erst noch der Darstellung der 
Punkte (Geraden) einer Ebene mittelst der Sebnen (Axen) 
einer cubischeu Raumcurve gedacbt, deren Gebrauch öfters 
von Nutzen ist. Nach §. 14 beisst dies Folgendes; ^^1 

^Eine Involution sei auf der onbischen Räum- 
en r v o (Äg) gegeben; welche Fläche bilden die 
Sehnen der Punktepaare der Involution (oder 
kürzer: die Sehnen der Involution)?" 

Es ist sehr leicht zu beweisen, dass diese Sehnen eine 
Regelscbaar zweiter Ordnung bilden und umgekehrt, dass 
jede Fläche des durch die Cnrve gehenden Flächennetzes 
zweiter Ordnung (§. 13, (2)) durch ihre Geraden (der einen 
Scbaar) eine hesthnmte Involution auf der Curve darstellt. 

Wir verfaiu'en au dem Zweck so. 

Machen wir (durch Coordinatentransforraation) die gege- 
bene cubische Rauracurve zur Normcurve N^: 

(1) px =: X j px^ ^ 'd X", px^ =:= 3 X, px^ = 1, 
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deren Flüche im etz zweiter Ordnung iilso (§. 13) gegeben i*t 
durch : 

und sei die vorgelegte Involution 

(3) m s -\- m^ Sj -f- m^ s^ ~ m^ -^ 
80 frage ich : 

Unter welchen Bedingungen liegt eine Sehne der Invo- 
lution (3) auf einer Fläche (2)? 

Irgend eine Sehne der Involution, die dem Elemcnten- 
paare a, ß angehöre, geht durch die beiden Punkte j/, ^ mit 
den Coordinaten 

(4)X^, dXl, 'dX^, 1; Xl,3Xl, n\, 1. 

Nun sind die Schnittpunkte einer Fläche zweiter Ordnung 
ß^ = mit einer Geraden (i/,^) nach der Joachinistharschen^^' 
Methode gegeben durch die quadratische Gleichung: 
(5) l^al + 2Xa^^ + a' = 0, 

Für eine der Flächen (2) und eine Sehne (y, g) verschwinden 
stets die beiden äusseren Gheder der letzten Gleichung; soll 
also die Gerade gana auf der Fläche liegen, so bleibt die eine 
Bedingung 

(6) u. =OoderS^.^^=:0, 

durch Einsetzen der Coordinaten (4) also (nach einfacher Rech- 
nung) 

(^) 9p,,_),,)' (|i, s, + |i, s, + f., sj = 0. 

Daraus geht hervor, dass, falls die verlangte Bedingung 
für jede Sehne der Involution (3) gelten soll, dass die Coeffi- 
cienten |i der Fläche den beztiglichen Coefficienten m der In- 
volution proportional sind, womit der Anfangs erwähnte Satz 
bewiesen ist. 

Denn es ist klar, dass die Involutionssehnen nur die eine 
Regelschaai' der augehörigen Fläche aweiter Ordnung bilden, 
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da niemals zwei der Sehnen der Involution sich treffen können. 
Die Geraden der andern Eegelschaar interesslren im Folgenden 
nicht weiter. Wir drücken der Kürze wegen den erhaltenen 
.Satz so aus: 

„Die Sehnen einer auf einer cubischon Räum- 
en rve (JVg) dargestellten (Punkt-) Involu tion [i^ ^ 
bilden die eine Eegelscbaar der Fläche [j.^=;0(2)" 
undumg. i,Die Sehnen der Curve, die ganz auf 
einerFläche ji^^O liegcn,sind die Sehnen der 
Involution [i =^0." 

Genau ebenso beweist man den dualistischen Sat« : 
„Die Axeu einer auf der cubischen Xorm- 
curve (N,) dargestellten (Ebenen-) Involution 

(8) Vj, c^ — Vj c^ 4- Vj o^ = 
bilden die eine Regelacliaar der der Curve u ni- 
schriebenen Flächen aweiter Claase(§. 13): 

(9) v/w, «„ -«^) +v , K^-.^«,) +v,{t.,«,-i.J)HE«: = 0.« 
33. Während so, gestützt auf den Involutionsbegriff, 
zwischen den Punkten (Geraden) einer Ebene und den Sehnen 
(Äxen) einer cubischen Eaumcurve eine ein-eindeutige lineare 
Verwandtschaft hergestellt iet, wobei einer Geraden der Ebene 
eine der durch die Curve gehenden Flächen zweiter Ordnung 
entspricht und umg. , wird man auf geometrischem Wege 
sofort zu einer zweiten eindeutigen Verwandtschaft (aber von 
zweitem Grade), wiederum zwischen den Punkten der Ebene 
und den Sehnen der Curve geführt, die mit der ersten eng zu- 
sammenhängt. 

Wir werden auf diese zweite Verwandtschaft noch einmal 
später von anderer Seite her (bei näherem Studium des Schnitt- 
punkttheorema der rationalen ebenen Curven vierter Ord- 
nung) zurückkommen und es genüge daher, hier vorläufig nur 
einige Hauptpunkte anzugehen. 
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Denken wir am die Ebene irgendwie im Räume gegeben 
(doch so, <Ia8s sie weder Schmiegiiugs- noch Tangenten ebene 
der cubischeu Raumcurve ist), so trifft im allgemeinen jede 
Sehne der Curve die Ebene in einem Punkte und umgekehrt 
geht bekanntlieh von jedem Punkte der Ebene nur eine Sehne 
an die Ourve. Eine Ausnahme tritt nur ein für die drei Schnitt- 
punkte der Curve mit der Ebene A^, Ä^, A^. Jedem derselben 
entspricht die ganze Scbaar von Sehnen, die alle auf einem 
Kegel (aweiter Ordnung) liegen, der die Raumeurve projicirt. 
Andrerseits entspricht jeder der drei Verbindungasebiieii tler 
drei Punkte ein jeder Punkt auf ihr. 

Betrachten wir ferner irgend eine Sebue der Curve, sie 
heisse s; ihr Treffpunkt mit unserer Ebene sei S. 

Dann befiodet sich unter den Flächen des Netzes ^1= 
(2) ein Büschel von Flächen, die alle diese Sehne s ganz ent- 
halten, mitbin ist der Punkt Ader vierte Grundpunkt eines 
Kegelachnittbüscbels , dessen drei weitere Gruiidpunkte in 
Ä^i A^, J.J liegen. 

Nun entsprecheü die Sehnen der Curve einmal iiacb der 
ersten (linearen) Verwandtschaft den Punkten der Ebene (und 
dann die Flächen des Netzes ji^ =: den Geraden der 
Ebene): andererseits eindeutig nach der üweitcn Verwandt- 
schaft gleichfalls den Punkten der Ebene. 

Daher ist zwischen den Punkten der Ebene ein Entsprechen 
hergestellt, das genau mit der aweiten Verwandtschaft äqui- 
valent ist, so dass es gentigt, diese Verwandtschaft in der 
Ebene zu etudiren. 

Diese ist aber offenbar eine quadratische, ein-eindeutige, 
involutorische mit dem Fundame ntaldreieck A^ Ä^ Ä^, in der 
jeder Geraden ein Kegelschnitt durch die Ecken dieses Dreiecks, 
also einem Punkte (als Centrum eines Strahlbüschels) der vierte 
Baaispunkt eines bestimmten Kegelschnittbüsciicls Ä^, A^, A.^ 
entspricht, 
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MMr werdcD weiter unten (worauf schon hingewiesen ist) 
leichter zeigen, dasa diese quadratische Transformation in 
unserer Ebene sich dadurch näher bestimmtj dass der Schnitt- 
punkt der drei Ebenen der Curve (in Ä^, A^, Ä^ (der ja in un- 
serer Ebene liegt) einer der vier (fest bleibenden) Einlieits- 
punkte der quadratischen Transformation ist. 

Dann giebt es immer einen bestimmten Kegelschnitt un- 
serer Ebene (der dann als Normke gelschnitt zu nehmen ist), 
der dem Dreieck A^^ Ä Ä einbeschriehen ist und für den der 
eben bezeichnete Punkt derjenige ist, in dem sich bekanntlich 
die drei Verbindungslinien der Punkte A mit den Berührungs- 
punkten der resp. gegenüberliegenden Seiten treffen. 

Dieser Kegelschnitt ist vermöge unserer quadratischen 
Transformation das Bild der Curve vierter Ordnung mit drei 
Spitzen in j1^, A^, ä^, die durch den Schnitt unserer Ebene mit 
der Tangenten regelfläche der cubischen E.aitmenrve erzeugt wird. 

S. 16. 
Die Covarianteii einer binären cubisclißn Form f. 

34. Der analytische Ausdruck der eben erörterten qua- 
dratischen Transformation ergiebt sich aus Eräherem unmittel- 
bar, andrerseits führt er uns znr Bedeutung der quadratischen 
(Hesse'achen) Covariante H der Form f: 

Denn das durch die !!S^ormourve gehende Flächennetz zweiter 
Ordnung war (cf. §. 15) dargestellt durch 
(2) fi^ (3iCj x^ — x^^) -\~ |j.j (9 a;,! x^ — x^ x^) -\- ji^, {3 x^ x^ — .«^) =0. 
Legen wir also eine beliebige Ebene 
(3) »_ = 
ZU Grunde mid nehmen drei ganz beliebige Linien in derselben 

(5) y^ =z 0, y^ = 0, p^ = 
sa Geraden eines Coordinatendreiecks , so ist die fragliche 
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Transformation iu aiigem einst er Weise gegeben 

durch 

(ö) xy^ = SXj x^ — x\) xy^ = Qis^ x^ — x^ x^, xy^ = 3x^ x^ — ■ x^ 

wo zwischen den x dieEe!ation(3) beste lit. 

Andrerseits aber hat bekanntlich die Form f die Eigen- 
schaft, auf eine Weise als lineare Corabiniition von zwei Guben 
linearer Ausdrücke X — a, X — ß darstellbar zu sein, deren Wur- 
zeln diejenigen der Covanante ff sind. 

Dies heisst aber offenbar (cf. §. 17 Anhang) (ef. Sturm 
pg. 124): 

„Die Hesse'sche Covariante der Form {des 
Punktes) /■ stellt vermöge ihrer Wurzeln das Ar- 
gumentenpaar der einen vom Punkte an die Norm- 
curve N^ gebenden Sehne dar." 

Diese Covariante lautet entwickelt : 
(7) Zf=X^ (3x^x^'—x'^)--X(9x^x^—x^x^) + {3x^ x^—xl). 

Daraus folgt aber, nach dem letzten Satze und der Oon- 
struktion voriger Nummer der mit dem eben noch angege- 
benen Ausdruck der quadratischen Transformation inhaltlich 
übereinstimmende Satz: 

„Vermöge irgend einer beliebig, aberfestge- 
gebencLi linearen Relation zwischen den Cocffi- 
c i e n t e n von f,u = kann man immer drei aus 
ihnen linear z usamra enges etzte Ausdrücke den Co- 
efficienten von H proportional setzen; dann ist 
dies der Ausdruck für die (allgemeinste) qua 
tische Transformation in der E beue m^^ = 0." 

35. Eine ähnliche, aber räumhche eindeutige Trai 
matioo knüpft sich an die Covariante Q von /': 



iclni. 



(8)« = 



H. E,\ 



Vermöge der bekannten Eigenschnften von Q in Bezug 
auf f und H hat man sofort zunäebst (ef. Sturm pg. 124): 
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„Coiistruirt man auf der einen duriiii einen 
Punkt (f) gehen den Sehne (von JVJ den zum Punkte- 
paare der Curve und zum Ausgangspunkte har- 
monischen Punkt, so ist seine Dar st eil ung's- 
form (3." 

Dadurch ist awisehen den Punkten des Baumes eine ein- 
deutige involutoriache Beziehung gegeben mit der Fundamental- 
curve N^, denn nur ftlr die Punkte dieser Curve wird die Be- 
ziehung unbestimmt. 

Dies ist aber bekanntlich derjenige spezielle Fall der- 
jenigen eindeutigen Eaumtransformation dritten Gradca, die 
durch die in Bezug auf ein FlSchennetz aweiter Ordnung con- 
jugirten Punktepaare bestimmt istj wenn die Flächen des 
Netzes durch eine cubische Eaumciirve gehen, d. h. wenn die 
Fundamentaicurve der Transformation (die im Aügemeinen die 
Kegelspitzencuvve des Netzes ist) in die doppelt zählende cubi- 
sche Curve ausartet *). Man hat daher: 



*) Ein aiiaiogeu Satz gilt für alle Notmcurvan vingeradev Ordnung. 
So et3iält man, von der nüchat höheren Art, den NormeuiTen fünfter Ord- 
nung (im Baume von fünf Diraensionsu) ausgehend : 

„Unterwirft man die CoefficientEn ^.weier binären Formen 
fünfter Ordnang 

a^ = a^\^ + 5a^'J + 10(.g \^ + 10 «3 X^ + 5 «, X + a, 
b^ = h^l'' + b\X* + iOig >.^ + 10 ög X^ -f 5 i^ X + ö- 
znei beliebig aber fest gewillilten linearen EüUtionen (mit 
den Coefficienten x, rOBp. ;;) 

!(j =0 "y = 
so vedHüiren sie sicli auf zwoi ciibitelie Formen F, 'P, 
deren Gerade (Funotio naldeterminaiite) ein- eindeutig in qua- 
dratJEcher Verwaiidtsoliaf t der Combinant-Covai-ian te vierten 
Grades J der Formen «x, J-^, zugeordnet ist. Diese Form ist 
die Invariante J(ef.Salmon, Hol. er e Alge bra. Arl. XIX) derFtiim 
«^ + 7(i^ nnd ihreWnraeln sind durcl, die GloJcluingen Le- 
Btimmt ; 
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„Die durch die in Bezug aufdas Flüche im etz 
zweiter Ordnung derNormcurveJV^eonjngii-ten 
Pntiktepaare bestimmte cin-eiiideutigc involuto- 
rische Verwandtschaft dritten Grades ist unmittelbar 
dargestellt durch die respective Proportionalität 
der Goefficienten von 



f. 4. 



X^ 



mit denen von Q 

In der That üb 
nutig bei Benützung der Gleichung (2) von der Richtigkeit di 



In der That überzeugt man sich auch durch leichte liech- 



Endlich ist ebenfalls bekannt, dass der durch sieben Kanm- 
punkte bestimmte achte, der mit ihnen die Grundpunkte eines 
Flächennetzes zweiter Ordnnng bildet, kein anderer ist als der 
irgend einem der sieben Punkte in obiger Transformation ent- 
sprechende, wenn man die Fundameutalcurve dritter Ordnung 
durch die sechs andern bestimmt sein lässt. Wir können daher 
auch so sagen : 

„Die Punkte f und Q bilden mit jedem belie- 
bigen Punktsextupel der Normcurve die Grund- 
punkte eines Flächennetzes zweiter Ordnung." 



+ 


+ 


+ 


+ 
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+ 
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+ 
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+ 
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Wie sich die sonstigen, von den Formen f, H, Q geltenden 
Sätze im Sinne unserer Theorie aussprechen, ist wesentlich so 
einfach, dasa es übergangen werden kann. 

Zur Vervollständigung mag noch der Satz bemerkt wer- 
den, der wie die obigen über ff und Q nahezu evident ist: 

„Die Invariante (Discriminante) der Form /■(zu- 
gleich Discriminante von ÜT) stellt unmittelbar, 
= gesetzt, dieTangentenregelfläehe der Nor m- 
curve in Punktco o rdinaten dar.* 

In ähnliehei- Weise gelingt die Interpretation der simul- 
tanen In- und Covarianten von mehreren quadratischen und 
cubischen Formen ohne wesentliche Schwierigkeiten: sie mag 
übergangen werden, um nicht unaern Haiiptzweck, die Ver- 
knüpfung der Apolarität mit den Normcurven, nn sehr ans 
dem Auge zu verlieren. 

Dagegen soll der schon in diesem Paragrapiien evident 
hervortretende ^Zusammenhang der linearen Transfor- 
mationen auf der Normeurve mit den CoUineationen 
des bezüglichen liaumes später im Allgemeinen be- 
sprochen werden. 

Dasselbe gilt von den Modifioationen, die die fnndaiuen- 
talen Bigenscbaften der Normcnwen bei irgend welchen 
Projektionen der Norm cur ven in niedrigere ßäume erleiden, 
und die sich speziell für die cubischen Normcurven an die Er- 
örterungen des §. 14 ansehliessen würden. Auch diese sollen 
an geeigneter Stelle im Zusammenhange besprochen werden. 

Bisher war die Theorie der cubischen Normeurve der des 
Normkegelschnitts wesentlich iümlich : durch die nun folgende 
Berücksichtigung des neuen im Räume sich selbst dualistischen 
Elements, der Geraden, entfernt sie sich eine Zeit lang schein- 
bar von der Theorie <Jer Ebene immer mehr, bis sich spater, 
bei Gelegenheit der Apolsritätstheorie für die Kegelschnitte 
beide Theorien wieder vereinigen werden. Auf diese Weise 
(die bei Betrachtung der höheren Normcurven immer wieder- 
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kehrt) wird das Priucip, den Apolavitätsbegriff in don Vorder- 
grund zu stellen, allmiUilicli immer mehr seine Reehtfertigimg 
finden. 



Die Darstellung der Geraden mittelst der Nornicurve, 
36. Äuüli in diesem Gebiet können wir uns auf das für 
das Folgende Nothwetidigste beschränken und im Übrigen auf 
die Sturm'sche Arbeit verweisenj deren Resultate t b e i 1 w e i s e 
hier recapitulirt werden , von deren Gang wir jedoch im Fol- 
genden öfters wesentlich abweichen. Auch eine Anzahl neuer 
Resultate wird sich dabei ergeben. 

Eine Gerade ist dnreh zwei Punkte x, y bestimmt: 



{]) 



{f --. x^ X —x^X -\-x,/k — x^ 

(9 ■"■"" 2/<, '^^ — -'J, >' -V y^''- — .'/ii- 

Da ein beliebiger Punkt der Gcriiden (und sonst kein 
Punkt des Baumes) durch x -\- hy gegeben ist, so folgt sofort 
der zum Öat^e der Ebene (§. 14) in zweiter Linie analoge Hatz 
(cf. die erste Analogie §. 14)r 

„Die (Schnitt-) Punkte der Eben entripel einer 
aui'Ng(d. h. einer beliebigen liaumcnrve dritter 
Klasse) gegebenen Involution dritter 1- d n u n g 
durchlaufen eine Ger ade und umgekehrt ist jede 
Gerade die Reihe der Punkte der Ebonentripel 
einer bestimmten Invohition dritter Ordnung 
auf N,. 

Dualistiaeh drehen sich die Ebenen der Punkte- 
tripeleiner aufiV^ gegebenen Involution dritter 
Ordnung nm ein e Ge rade und umgekehrt ist j ede 
Gerade die Axe der Ebenen der Punk tetripel einer 
bestimmten Involution aufi^^^^." 

Dahffi- ist es die nächste Aufgabe, für die durch (1) ge- 
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getiene Gerade die zugehörige Involution ihres EbeneiihüKchels 
zu finden. 

Es seien irgend zwei der Ebenen dieses Biiscliels 
(2) w^ := 0, v^=0 
so muss die gesuchte Involution die Form F -\- V <I> 
haben, wo 

{F ■- - iK X^ ■+- 3m„ X* -4- Zii-\ + !«„ 
(3) , . 

p FI -y^ X' -H Zv,^ X^ 4- 3üjX -h v^. 

Da aber bekanntlich die Axencoordiiiaten der Geraden 

'i \ 
'"! =: {uv\^ = q^^ Q, m = 0, 1, 2, 3) den Strahlen- 

n ^J, 

\w. x\ 
coordinaten ' := (^&}-^ = i'-t pi'oportional sind (und 

zwar so, dass die Indices i, h, l, m immer die vier Zahlen 
ü, 1, 2, 3 in einer cyclischen Aufeinanderfolge sind), so haben 
wir den Satz: 

„Die beiden In volu tionen (1) (3) bilden immer 
dann die beiden Involutionen einer und d e )■- 
selben (Geraden auf N^ rosp. JV^^ bezogen), wenn die 
Bedingungen 

(4) P (je y\^ = (mi')i„, 
erfüllt sind und umgekehrt." 

In der That bilden ja nach dem ersten Capitel (§. 3) 
unter den Bedingungen (4) die Gleichungen (2) den Ersatz der 
Involutionsgleichungen (1); diese Gleichungen (2) gehen aber 
wieder durch Combination mit den Gleichungen der Normcurvc 
N^ in (3) über. 

Beide Involutionen (1) (3) haben nach Capitel I §. 11 die- 
selben Combinanten und diese steilen offenbar, gleich Null 
gesetzt, die (im quaternären) Sinne invarianten Eigenschaften 
der zugehörigen Geraden in Bezug auf die Nornieurve dar. 
Dies soll später noch genauer explicirt worden. 
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37. Daran knüpfe sich die Wiederaufnahme einer schon 
einmal behandelten Frage (cf Cap. I §. 7 Nr. 17), nemlich der 
nach der Ditrstellung einer ciibiaehen Raumcurve in Linienco- 
ordinaten. Damals handelte es sich darumj zu zeigen, daas es 
genüge, diese Frage für die Normcurve zu lösen und dass es 
dann leicht sei, die bez. Formeln für eine behebige andere 
cubische Itaumcurve anzugeben. 

Hier wollen wir daher die Frage an der Hand der Norm- 
curve weiterführen mittelst gleichzeitigen Gebrauchs zu ein- 
ander dualistischer Fonneln. 

Sollte, um dies aus Kap, I 1. c. kui'z zu wiederholen, die 



Gerade (2) die Normcurve treffen 
von F und $ verschwinden. Diese w 
Gestalt : 



so musste die Resultante 
r aber in der Bözout' sehen 



(r>) .R = 27 g^, 






oder wegen der Relationen (4) (w< 
keit wegen den Faktor p = 1 setz< 

kl' i'so' 

(6) ß = — 27 ijj -^2 + 3 p 
I ^ 

^12 



■ noch der Bcquemlich- 



Bei variabeln^ stellt daher i? ^ die Gleichung der Norm- 
curve d. h. ihres Treffgeradencomplexes in Äxen- resp. Strahlen- 
coordinaten dar. 

Soll andrerseits eine Gerade (1) in einer Ebene der Curvc 
liegen, so muss die Resultante von /, 9 verschwinden. Diese 
ist aber : 
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1"..' f,,/ i;. 




iPw -!>.. + -P,!' >>>l 




-p,.. Pii- ?i. 





(7) F-. 



P =: stellt demnach bei variabelii j).^ den Complex der 
Geraden dar, die in deo Ebenen der Curve liegen. 

Gehen wir jetzt auf die absoluten Werthe von Ii resp. P 
nJiher ein, so bemerken wir zunächst, dasa der Auadruclt S 
in P (abgesehen vom Zahlenfaktor 27) übergeht (und umg.) 

durch Vertauschung der beiden Grössen p^^ und Jl, so dass sie 

unter der Bedingung 

(8) 3 i>„3 — iJ^g = 
Cüiiicidiren. 

Andrerseits ist aber die bilineare Invariante der Formen 
f, cp (1) (ebenso wie die der Formen F, O (3), abgesehen vom 
Zablenfalitor 3) 

(9) {fyf = - |p„ - ?^) (rf. Sturm pg. 123) 

SO dafis wir zunächst den Satz gewinnen : 

^Die den Complexen fi = 0, P ^= gemein- 
same Congrnenz ist dieselbe wie die den Complexen 
B = (resp. P = 0), ifcff = gemeinsame und 
besteht aus den Strahlbüscheln der Punkte der 
Gurve in ihren bezüglichen Ebenen." 

Der lineare Complex (fif)'' = aber ist , wie schon da- 
mals (Nr. 17) bewiesen, kein anderer als der zur Normcurve 
gehörige NuHcomplex, was übrigens auch ans dem Apolaritäts- 
satze des §. 14 sofort hervorgeht. 

Denn dieser sagt, in anderer Form ausgesprochen, ans, 
dass wenn zwei cwbiscbe binäre Formen apolar sind, die durch 
sie dargestellten Punkte von der Art sind, dass die Null- 
complex-Ebene eines jeden auch durch den andern Punkt 
geht, so dass ihre Verbindungsgerade im Nullcomplexe sich 
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selber conjugirt iat, d. h. sie ist eine Gerade des Complexes. 
(Cf. Sturm pg. 123.) 

38. Zu den beiden Aiisdrücken .B, P gelangen wir aber 
noch auf eine andere^** Weise und gerade diese erlaubt es, eine 
Reihe wichtiger Beziehungen zu ermitteln. 

Eine Gerade (1) wird von vier Tangenten der Curve 
getroffen, von denen nur dann zwei coincidiren, wenn die 
Gerade entweder die Cnrve triff't oder in einer Ebene der 
Curve liegt. Dies ist geometrisch evident. Mithin muss die 
Discriminante der bi quadratischen binären Form, deren Wur- 
zeln die Argumente jener vier Tangenten sind , die beiden 
Ausdrflcke Ü, P als Faktoren enthalten. Da aber, wie gleich 
gezeigt wird, diese bi quadratische Form die (Jacobi'sehe) 
Fuuktionaldeter min ante der Formen f, 9 und daher linear in 
denjj.|.iat, so ist ihre Discriminante vom sechBten Grade in 
denselben und muss folglich (abgesehen von einem Zahlen- 
faktor) aus dem Produkte M, P seihst bestehen. 

Den Zahlenfaktor werden wir durch passende Specialisi- 
rung ermitteln, die zugleich einen zweiten rechnerischen Be- 
weis des Satzes erlaubt. Dass die gesuchte bi quadratische 
Form (die Darsteliungsform der vier Tangenten, die eine 
gegebene Gerade (1) resp. (3) treff'en) durch die Funktional- 
determinante der Formen f, tp (oder auch F, O) gegeben ist, 
ergiebt sich sofort so : 

Soll von einem Punkte der Geraden (1) 

/■ + i<f 

eine Tangente an die Curve gehen, so fallen von den drei an 
die Curve gehenden Ebenen des Punktes zwei zusammen (und 
umg.), d. h. es verschwinden die beiden Differentialquotienten 
der Form f -\- hf (nach den beiden homogenen Variiibeln ge- 
nommen) : 

d. h. die gesuchte Form ist 
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{11) J =1 ' -p^^X ~2pJ. -\-X (Sp^,^^pJ—2p^^X-^p^^ 

(cf. Sturm pg. 134). 

Mittelst ihrer beiden Invarianten i, j driicltt sich bekannt- 
lich die Discri min ante einer bi quadratischen biniireii Form 



(12) i) =i — 6i- 
In unserem Falle wird i (mit Benützimg der Identität 
awiaeheii den jj.j.) ; 






1',. -P.S 1 Pu 
2' 2"'" 6 



Wir machen jet^t die immer erlaubte *) Annalime , das 

1) 

(15) x^ = y^ ^ Oj 



(16) 



flr i = — r (i".! + ^*i Pi) 
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und es erginbt sicli cmmal 

(I7)D = f — 6j = — g ^'m -^saFos + Wo -^\fl} 
andrerseits 

pL + (pL -f- 2 w^, «„„) , 

(18) Vf±ivti= Ygi <""""■ '''° 

Wurzeln die absoluten Wevtlie verstanden), woraus wieder 
(17) hervorgeht, 

Endlich wird vermöge unserer Annahme 

(19) ff = — '''Pw "^'^' + 3 l'os, i',,' = ?->,3 iC 

I ^ i 

P,i' i\,' P,,\ 

P^3, P^i, Pj 

und demnach endlich 

(20) - 2D = SF. = ?^ (cf. (6)). 

Drücken wir noch die in Jl,P vorkommenden p.^ durch 
die Wurzeln der bi quadratischen Form aus, so haben die den 
Grundstock des Weiteren bildenden Formeln ; 

(2 1 ) 6; = p^^, s^ = 2i.,,, s^ = Bp^^ 4- i»,,, s, = 2p^^, s^ -p^^, 
und mit Benützung der Identität zwischen den p.^^ : 

(22) 3j,„ = J ± ^, y„ = i + ^ («'■ Stm-m pg. 134). 

Diese Ergebnisse fassen wir so zusammen (vgl. die Be- 
merkungen von Sturm pg. 135) 

„Die Zerlegung der Dlscrimiiiante einer all- 
gemeinen biquadratischen binären Form 

(12) D = f -6/ 
in die beiden Faktoren 
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(18) (Vii +i Ye) (/? -i V'g) 

lässt sich, abgesehen von der Quadratwurzel ans 
6i s t e 1 3 a. n f r a t i o II ti 1 e W 9 i s c ausführen und zwar 
gehen diese Faktoren mittelst der durcli die 
Gleichungen 

(21) (22) 
bestimmten ji^^ in d i e F o i- m e n 

(19) B, P 
über. 

Diese letzteren sind dieEesnItanteu von z%vei 
Paaren c u b i s c h e r F o r ra e ii , d e r e n G r u p p e n (Invo- 
lutionen) zu einander conjugirt sind. 

Umgekehrt sind die Resultanten von irgend 
zwei Paaren cu bisch er Formen, deren Gruppen 
2U einander conjugirt sind, die Faktoren der 
D i s c r i m i n a n t e n i li r e r (gemeinsamen) Funktional- 
det er minan te." 

39, Da die Invariante i (13) das Quadrat von (ffff ist, 
so haben wir auch den Satz (cf. Sturm pg. 137); 

^Der (lineare) Nullcomplex der Normcurve 
ist auch durch 

(23) i = 
dargestellt d. h. die vier Tangenten der Curve, 
die irgend eine Gerade des Complexes treffen, 
bilden ein aequia ii harmonisches Qu ad i-upel, und 
umgekehrt." 

40. Ehe wir die Formeln (21) (22) weiter verwenden, 
möge erst noch die Zerlegung der Discriminante einer biqua- 
dratiacben binären Form nach einer andern Seite hin ergänzt 
werdeu, Sie beruht wesentlich darauf, dass wir die biqna- 
dratiaohe Form als Hesse'sche Covariante einer andern biqua- 
dratischen Form ansehen. 

In der That giebt es bekanntlich nach Clebach^''' im All- 
gemeinen stets zwei Formen der Involution (3) F-^h' $, die 
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die DifFereiitialqLiotienten einer biquadratischeii Form J? sind 

und BwtLi-, wenn (homogen gesclineten) 

iF :^ ti^ X^ ■+- 3u^ X*^ + 3;[j X\i.^ + ii^ \i^ 
I* = v^X^ + 3v^ X^n -1- 3v^ X\i.^ + v^ ji^ 

und die gesuchte Form 

(24) £^^ = \X^-+- 4h^ X* |i + Qb^ X^ ji^ + Ah^ X\i.^ -+- b^ [j,* 

so wird (wie auch dni-eh ganz einfache elementare Rechnung 

folgt) 

(2ö) B — F (xX + tiÄj) + <5 (ßX +[iß,) 

l^'o "i ^al 



Dabei sind (26) aX +iJ.a^ ; ßX -h fiß^ 
zwei lineare Covarianten von F, $ *). 

Dann folgt sofort, dass die Hesse'sche F: 
\B BJ 'k a ! i_F, F, 

(27) // 



i>'.. 



ß ßl *1 *B 






In derselben Weise giebt es »wei Formen der Involution 
(l)/'~f-jfe9, die die Differentialquotienten einer aiidei-n biqua- 
dratischen Form Ä sind. (Diese findet man §. 22.) 

Dann wird, wenn analog 

)DeB tll =OgeBtt ra tHllfd St d 

ä 14 d iia h B Id g 1 U f Igt f Ifc d P ! t paa d C 
d M lg(dlth)dhdPkt/ dbdSh 

dP llilGa(/i?>dbdEb dd 

S h p tbalt D Eb h d 1 m h das 

htPktp Ugkitghtw h dmClbbli 

Sfflgt bllgPktpdC w d 

lOM/lgb t It tPltp f fd 

ItteddPld tl d I C 
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72 Die Eeyt'sche Apo!a,ritäf und die Novmcurven, 

(28) A = f («'X + tia',) + 9 (fX + (.()■,) 
die Hesse'sclie Form von A 

(29)0"= " "= J 

so dass wir den Satz gewoDuen haben: 

jEine gegebene Form vierten Grades (11) Jkann 
(wie bekannt) auf doppelte Weise als Hesse'sohe 
Form von zwei anderen biquadratisolien Formen J.,B 
aiigeaetien werden, wnd zwar mittelst der Gleich- 
ungen (21) (22) (24) bis (29). Zunächst erscheint die 



gegeb 



Form J als Ftinctionaldeterminaute ■ 



cubischen Formenpaaren 

/■ + % F-\- Ic'O 

deren Gruppen einander conjugirt sind. In jeder 
dieser Gruppen giebt es zwei Formen, die die Dif- 
ferentialquotienten einer biquadratiacheiiForm sind; 
diese beiden letzteren sind dann die Formen A, B." 

Man kann diesen öata auch folgen dermassen aussprechen : 

„Die zur Involution dritter Ordnung der 
ersten Polaren einer biquadratischen binären 
Form conjugirte Involution enthält die beiden 
ersten Diff erentialqiioti enten einer andern bi- 
quadratischen Form, deren Hease'sche Form 
identisch ist mit der Hesae'schen Form der ge- 
gebenen Form." 

41. Man kann sich aber auch bei Untersuchung der Dis- 
oriminante von J'auf eine der Involutionen (1) (3) beschränken. 
Die beiden Faktoren der Discrimiiiante sagten durch ihr Ver- 
Bchwinden aua, dass eine Gerade (J) die Curve JV,| trifft, resp. 
in einer Ebene von N^ liegt. 

Im ersten Falle aber verschwindet die Eesultante der 
Formen F, 3> (3), im andern giebt ee eine Form der Gruppe 
F -}- //$, die dritte Potenz eines linearen Ausdrucks ist- Das 
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Umgekelirte gilt von der Gruppe (1). In der Tliat folgt 
dies ja auch aus dem einfachsten Satne ^^1 aus der Theorie der 
conjugirten biliären Formen: 

„Ist eine Form «'*" Grades zu einer n*™ Potenz (eines 
linearen Ausdrucks (X— a) apolar, so ist a eine Wurzel der 
ersten Form und umgekehrt." 

Wir können daher auch sagen: 

pDie Faktoren derDiscriminante von J" sind 
fHr jede der Involutionen (1) f+ Äp; (?,) F + fc'<D 
einmaldie Resultante, andrerseits die ÜnkeSeite 
der Bedingung, daas eine Form der Involution 
die dritte Potenz (eines linearen Ausdrucks) ist," 

In dieser Form lassen sieh die Sätze der Nummern 38 bis 
41 auf Involutionen beliebiger Ordnung ausdehnen, was 
später hei Gelegenheit der Involutionen vierter Ordnung aus- 
geführt werden soll. 

42. Die weitere Untersuchung knüpft an die Gleichungen 
(11) (21) (22) an. Zunächst liegt in ihnen der wichtige Satz: 

, Die Form (11) ist die Darstellungs form einer 
beliebigen Geraden (und zugleichihrer imNuU- 
complex conjugirten) im Eaume: ihre Coordi- 
naten bestimmen sich aus den Wurzeln derForm 
nach (21) (22).« 

Fallen alle Wiirzcln der Form zusammen, so wird die 
dargestellte Gerade (und nur dann) zur Tangente der Curve. 
Eine solche ist also *) repräsentlrt durch (mit Wiedereinführung 
des Proportionalitätsfaktors) 

(30)ppj,j=l, pp^g=2X, pi)j,3=?. ,piJjj=3X ,pjjj^ = 2X ,pj)^^=X . 
(Cf. Sturm pg, 134.) 

*) Die Gleichungen (30j k n nat 1 li n 1 d W d 

Qleiolmng der Novinoiirve m i llül 1 f ü t al ( n t, 1 

tendsn Clebael!' seilen Verfahre ^ halt dal d (1 I 
32), die glsichfalle sich direltt 1 H gl 
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Da Kwei Gerade p^^, g^^ sieli bekanntlich unter der Be- 
dingung treffen 

(31) Si,.^ j,_„ = 
30 drückt die Gleichung 

(11)^=0 
nichts anderes aus, ah dass die CTcrade p^^ eine Tangente X 
der Curve trifft, mithin, da J für vier Werthe verschwindet, 
dass die Gerade vier Tangenten der Curve trifft, wie es 
sein muss. 

Schliesslich gelangen wir auch von (21) (22) zurGleichnng 
einer Sehne (Axe) der Curve. Seien die Argumente irgend 
zweier Punkte der Curve a, ß und die bez. homogenen sym- 
metrischen Funktionen o^, a^, c^, so haben wir: 

i Sehne) Pi^u, = T^, pp^j =: <ij<3„, piJ,3 = o^a^' f^aa ^ ^s' 
oder: zq^^ = a^, tg^^ ^ a^a^, xq^^ ^ ''i^'s' "^^ui ^^ '^■il 

I Sehne) pp^^ ^ ^'^2*^0 P^o^ ^ ~ — — '~ 

Axe) pp^^ = (a, ~ 0^0^), pp^^ = c^a^ 
oder: i(j^^ = (o^ — t^^Tg), xq^^ = a^a^. 

43. Hieran reiht sich unmittelbar die für das Folgende 
wichtige Untersuchung der Sehnen (Axen) der Normcurve, 
die einem allgemeinen linearen Complexe angehören. Diese 
Sehnen (nebst den Axen) liegen bekanntlich ^^) auf einer Se- 
gelfläche vierter Ordnung und Klasse, die die Normcurve zur 
Doppeicurve besitzt. Da diese Fläche schon zur Geniige unter- 
sucht ist, so soll es sich hier nur darum handeln, die nöthigen 
Grnndformeln aufzustellen. 

Ein allgemeiner linearer Complex ist dargestellt durch: 
(33) I.Sp.^ 2j^ = (i, h, l, m = 0, 1, 2, 3) 
wo dic_p Liniencoordinaten, die q aber ganz beliebige Coeffi- 
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cienten sind. Diesem gehört irgend eine Sehne (32) unter der 
Bedingung an: 

oder nach den Potensien und Produkten von o geordnet: 

Während also (cf, §. 15) eine lineare Relation zwischen 
den a die Geraden einer Regelschaar aweiter Ordnung liefert, 
so haben wir den brauchbaren Öata ^*) : 

„Eine allgemeine Relation zweiten üradea 
zwischen den symmetrischen Funktionen o^ lie- 
fert alle Sehnen, die einem bestimmten linearen 
Comples angehören und umgekehrt"*). 

Gerade also wie man damals die Gleichung der der Geraden 

entsprechenden Fläche zweiter Ordnung durch die Substitutionen 

(36) p(Tg=;3a;j3;g — a:^, po^^9x^x^ — t^^x^, pa^-z=Bx^x^ — «^ 

h' it 1 1 h' d ch dieselben Substitutionen die Gleich- 

g ( d Regelflache über **), die der Ort aller 






(32t li 


g W) (34) ( 51 
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1 1 


t 3 ^ t j 1 
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L d 
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h mt H 
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Sehnen des linearen Complexea (33) ist. (Cf. Salmon, Raum- 
geometrie pg. 436.) 

Dem linearen Complexe gehören apeciell vier Tangenten 
der NormcniTe an , die sich aus (35) ergeben , wenn man die 
Argumente «, ß, aus denen die g^ gebildet sind, gleieli \ setzt: 



(3T) X <;„, 



■ 2Xq 



(2,3 + ^903) — ^^3i3 + 2s3 



Dies ist aber die Gleichung (11) J= 0, nur dass hier 
statt der Coefficienten j) die (^ stehen; wir wollen sie daher 
jetzt mit J" = bezeichnen. 

Dividirt man daher die Gleichung des Complexes durch 
q , wie auch die Gleichung (37), so erkennt man, daas die ein- 
fach unendliche Schaar von Complexen, die alle dieselben 
Tangenten (37) enthalten, durch die Relation 

g 3 ö 
(38) -^ -i "? = const. = (S„ oder q,„ -H 3 g^, — S., q^, =x 

verbunden sind. Alle übrigen g, dividirt durch q^^, sind fest 
und awar die bezüglichen elementar-symmetrischen Funktionen 
der vier Wurzeln von (37). 

Die Gleichung (38) ist ersetzbar durch folgende: 

(39) '^- = ^ -h 3 [1, 3^' = J — 3 tL 

wo \i ein variabler Parameter ist. 

Daher sind alle linearen Complexe, die dieselben vier 
Tangenten (37) J' = mit der Curve gemein haben, in der 
Form enthalten: 



den Wertli hat a"= 1^(3 a^^a!^ — le^) — 1(9 tEj, «,, - ai^a;^) 4-(iä3:, 
und das Piinktepaar (der Curve) auf dei- durch den Punkt / 
Sehne äarstellt, so hrauoht man nur die Coeffieienten von S fUr di 
in (34) einzusetzen, nra alle Punkte/ (ü, li. mit den Coordinaten a.) 
serer Regelfiäclio uu erhalteii, 
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(40) ({ 1\, f + P,, + i'o. f^ + P,i ~] + t ^^ ^'«^ + ^'^) ) 

^^ni + ^is 
oder wenn man füi- S wieder seinen Werth - einseUt 

Nun ist aber der erste Theil dieser Gleichung (der von 
(j, frei ist) nichts anderes als die bilineare Invariante der 
Formen : 

(11) J =p^^ X* -2p^^ 'k + a' (3i^„3+_p,J -'^y-Pn+p2a 
(37) J' r= q^^ X* — 2 2„^ X' -+- X' (3 2„3 4- 9^^) — 2 X g^^ + g^, 
während der Faktor von jx, = gesetat, den Niillcompies der 
Curve darstellt *). 

Mithin ist die allen Coraplexen der zum Quadrupel J' ge- 
hörigen Sehaar gemeinsiime Coiigruenz dieselbe, wie die diesen 
beiden speciellen Compiexen gemeine. 

Um diese zu finden, beweist man den wichtigen Hatz: 

pSoU eine Gerade des Geraden paar es (J) (d. h. 
des Paares, das die vier Tangenten J= Otrifft) 
eine Gerade des Geradenpaares (J") treffen, wo 
J, J' irgen d zwei zu einander nßoictre Quadrupel 
sind, so ist dies nur so möglicJi, dass eine der 
beiden Invarianten *,«' verschwindet, d. h. wenn 
die Geraden wenigstens eines Paares coincidiren. 
Dann aber trifft diese eine Gerade beide desan- 
dern Paares." 

*) Diesei' ist nocli insofern ein ansgezeiehiieter Complex dev ScliHar 
(40), als er nioht nur die vier Tangenten J' = 0, sondern alle Tangenten 
dev Cuvve enthält. (Cf. im übrigen g. 19.) 
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In der That ist ja die Apolaritätsbedingiing im-J,J' durcli 
das Vers eh winden des ersten Tiieiles der Gleicliung (40) aus- 
gedrückt : 

(41){i>,„5,,,+J>233o,+n323i+Sosi'M)-' 6 — ^— -'=0 

Soli diese mit der Bedingunf^ des Schneidens einer Ge- 
raden p und einer Geraden q identiscli sein, so inuss der 
letzte Term: 

(42) ^_„^_ ^_ ~PüZ^lS+Pl2 %3 

sein, d. b. es findet die Bedingung: 

(43)(3p„-i,„)(3 5„-5„) = 
statt: mithin miiss eine der beiden Invarianten i, i' vor- 
Bchwinden *). 

Verschwindet aber i, so trifft dann offenbar die Gerade p 
jede der beiden Geraden q. 

Damit ist der angegebene Satz bewiesen. 

Dann aber verschwindet Gleichung (40) für jeden Werth 
von [1 und wir haben zunächst: 

pDie Directricen der allen linearen Gomplcxen, 
die dieselben vier Tangenten der Curve ent- 
halten, gemeinsamen Congruenz sind die beiden 
Treffgeraden des Tangentenquadriipels." 

Inabesondere gilt dieser Satz für den Oomplex 
(41) {JJ'f = 
in folgender AVeise (cf. Sturm pg. 142), wenn wir mittelst der 
homogenen symmetrischen Funktionen x^ der Wurzeln von 
J' ^ die Gleichung (41) so schreiben : 

*) Eb geht dies auch so liei-vor. Eine Gerade d«B Geraden paaiea (/) 
trifft eine solche des Paares (J") (wo ater jetat J, J' ganz beliebig seien) 
unter der Bedingung (wie man leicht ausrechnet); (wenn {JT) die bilj- 
neave Invariante von J, J' bezeichnet) (JJ') = ü'. Verschwindet also eine 
Seite dieser Gleichung, so auch die andere. 
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a Eeye sehe Apularitiit \\n- 

\2 . , ^P.,+Pl2^ 



^Die Gleichung 
(43) ttj = «^ T^ + a^ x^ -+- öj T^ + a^ i^ + a^ t^ = 
stellt einen linearen Complex dar, dessen mit 
dem Nuiicomplex der Curve gemeinsame Coii- 
gruenz zu Directricen die beiden Treffgeradon 
des TangentenquadriipelB 

(44) a.^-L^a^-{- i ö, X + 6 a^ 'k + 4 «^ X* + «^ X* 
besitzt. 

D i e L i n i e n d e r C 11 g V u e n z sind die (einzigen) 
Treffgeraden aller zu a^^ apolaren und aequifLU- 
harmonischen Tangente nqiiadrupel." 

Aus Gleichung (41) folgt weiter unmittelbar, dass alle 
Geraden^; die dem Complex (/J') =:0 genügen, die Treff- 
geradenpaare aller zu J' apolaren Tangen teaquadi'upe! sind, 
so dass wir den eben aufgeführten Satz noch in der Art er- 
gänzen können, dass wir sagen: 

,,Die Gleichung «^ = (die ja nach Kap, I, g. 5 
alle zuflapolaren Quadrupel darstellt) ergiebt 
vermöge aller W er thsyatemex., die ihr genügen, 
die dreifach unendliche zu « apolare Tangenten- 
quadrupelechaar, deren Treffgeraden die Ge- 
raden deszugehörige u linearen Complexessind." 

Verschwindet im Speciellen die Invariante i von a,, so 
hat das Tangenten quadrupel (a, ) selbst nur eine Tretfgerade 
und diese wird nach dem aus den Gleichungen (41) (42) (43) 
abgeleiteten 8atze von allen Treffgeraden paar eri der zu a. apo- 
laren Quadrupel getroffen d. h.: 

„Der lineare Complex 



y Google 



80 



Die Reye'solio A[iolai-ität und die Nui'n 



(43) ff_ z= 
wird dann (und nur dann) zum speciellcn, wenn 
das T a n g e 11 1 e u q u a d r u p e 1 a e q u i a n h a r m o n i a c h ist 
und daher nur eine Treffgerade (die Axe des 
speciellen GompJexos) besitzt." 

Die Ableitung weiterer hervorragender Eigenschaften des 
Complexes a^ = soll dem nächsten Abschnitt vorbebaiten 
bleiben, der eine eingehende Piscussion dieser Gleichung (im 
Apolaritätesinne) enthält. 

Im Übrigen sehe man nach bei Sti . :n , der auch eine 
Interpretation, der Covarianten von a. mit diesem Gomplexe 
verknüpft, auf die wir gleichfalls noch genauer zurückkommen. 

44. Dieser Abschnitt über die Normcurven boü einen vor- 
läufigen Abschluss erh-lten di-ch einen Satz, der ebenfalls 
später i,u weiterer Verwertliung herangezogen wird und theil- 
weise von Sturm (1. e. pg, 139) herrührt. Er bildet eine un- 
mittelbare Anwendung des letzten Satzes. Zu diesem gelangt 
man, wenn man die fundameutaleEigenschaft der Darstellungs- 
forra (11) der Geraden, dass ihre Coefticienten vermöge der 
Gleichungen (21) (22) die beiden Treffgeraden des Tangenten- 
Quadrupels (11) darstellen, auf eine Involution vierter Ordnung 

übertragt, und nach Kap. I, §. 3 dieae Involution ersetzt durch 
das Gleichungssystem (mit der dort eingeführten Abkürzung) 

(46) a,^ = 0, ß^ = 0, T^ = 0, 
wo die aus den Formen x , ß , y zusammengesetzte Gruppe 
die zur Involution (45) conjugirte Gruppe ist, und wo alle den 
Gleichungen (46) genügenden Werthaysteme s. die Wurzel- 
eysteme aller Gleichungen (45) repräeentiren. Daraus folgt mit 
Hülfe der Entwicklungen der letzten Nummer sogleich : 

„Die Treff geraden paare aller Tangenten- 
quadrupel (45) einerinvoliition vierter Ordnung 
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bilden die ein e E,ogo!scliaar eines Hyperboloides, 
das den drei linearen Oomplexen (46) gemein- 
sam ist." 
oder in anderer Fassiiog: 

„Die zwei Geradenpaare, die zwei beliebige 
Tangentenqiiadrupel der Ciirve treffen, liegen 
auf einer Flache zweiter Ordnung. Auf dieser 
liegen dann noch unendlich viele solche Ge- 
radenpaare, die alle der einen Schaar*)(aufder 
Fläche) angehören." 

Ein anderer Beweis dieser Sätze, der zugleich zur Be- 
deutung der andern auf der Fläolie zweiter Ordnung liegenden 
Eegelschaar fülirt, führt sich so **} ; 

Jeder der beiden linearen Compicxe 
(47) a^ = 0, ^„ = 
hat mit dem ^ullcoraplex der (Jurve eine Congruenz gemein, 
deren Directricen die Treffgeraden paare der Tangentenqna- 
drupel a, resp. b. sind ; mithin mÜBsen alle Geraden, die diesen 
beiden Complexen mit dem Nullcomplex gemein sind, beide 
Geradenpaare (n, ) (b.) treffen. Da es aber ihrer unendlich 
viele sein müssen, so treffen sie alle diese beiden Geradenpaare 
und bilden somit diejenige Regelscliaar einer so bestimmten 
Fläche zweiter Ordnung, der jene beiden Geradenpaare nicht 
angehören. 

Wir drücken dies Resultat so aus: 

„Die beidenRegelschaaren, die atif der durch 

) U e C e allen i e cl a s nd 1 1 e paa vo sc 13 {, a f dsn 

Nidl on 1 lex de C oo j „ t th 1 e I v b h n I n e e 

pirojel t sei nvol to sol o Bei eh n^ de en Dopp lelen n e d be len 

a el selbst conjug e Oe ade s al 1 b len be de i le In In n 
(45j entl aitenen aeq anl a nsol Qal pl etp echen 

* ) te de wB Ue fee } 1 1 1 1 1 f pi I 
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die Treffgeradenpaare einer Tangen teniiiv o- 

lution vierter Ordnung 

(45) a\^hb\ = 

bestininiten Fläche aweiter Ordnung liegen, sind 

dargestellt, einmal d n r o li d i e d r e i linearen 

C o m p 1 e X e 

(46) «^ = 0, ß^ ^0,y^:= Ü, 

andrerseits dnrcli die drei anderen: 

(48) a^ = 0, 6^ = 0, i = (oder 3p^^ — p,^ = 0)." 
Nim giebt es, wie bcicannt, sechs Quadrupel der Involution 

(45) der Form 

,», «, % r" 

WO die « die aeclis (durcli die Funktionaldetermiiiante von 
a\, ö^ dargestellten) Doppelelemente der Involution sind. 

Diese aecbs Tangenten - Quadrupel stellen die einzigen 
der Involution dar, fltr die zwei Tangenten sich {anf einem 
Punkte der Curve) treffen und (zugleich) in einer Ebene (der 
Ourve) liegen. 

Die beiden Treffgeraden der vier Tangenten a, «, ß, y 
sind daher einmal eine Gerade, die durch den Punkt a der 
Curve geht, androrseite eine solche, die in der Ebene a der 
Curve liegt. Und da bekanntlich jede Ebene durch eine 
Gerade einer Fläche zweiter Ordnung eine (Tangential-) Ebene 
der Fläche ist, so haben wir für unsere Involution den dritten 
Satz: 

„Die durch eine Involution vierter Ordnung 
(45) bestimmte Fläehe zw ei ter Ordnung tvifft die 
Curve iVgin«eehs Punkten, deren E b e nen zugleich 
die derFUche (als Klassenfläche) mit derCurve 
(N" ) gemeinsamen Ebenen sind." 

Und mit Hülfe des später zu erweisenden Sätzen, dass 
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es 5 Involutionen vierter Ordnung mit denselben (seehs) 
Doppelelementen giebt, folgt bier : 

„Durch irgend sechs Ranmpunkte gehen fünf 
Flächen zweiter Ordnung der Art, dass ihre 
Tangentialebenen in den Punkten immer dieselben 
sind und zwar ctie Ebenen der durch die sechs 
Punkte bestimmten cubischen Haumcurve." 

Mithin sind diese fünf Flächen einmal in der Form 
(i = 1, . . . 5) A„f, + X„ f, + I, f, + X,/-. = 0, 
und zugleich in der andern : 

\i^i -H l... -F^ 4- l^ l!\ + \^ -F^ — 
darstellbar, wo die /j ^ vier Flächen zweiter Ordnung 
mit sechs gemein seh ftfth eh en Punkten und die F^ = vier 
Flächen aweiter Classe mit sechs gemeinschaftlichen Tangen- 
tialebeneu sind. 

Auf die Eigenschaften der Involutionen viertel- Ordnung 
anf cubischen Raumcurven im Weiteren können wir erst nach 
Vermehrung unserer Hülfsmittel von anderer Seite her des 
Genaueren eingehen. Es hat ja auch dieser Abschnitt nur 
den Zweck , mit den elementarsten Grrundeigenschaften der 
Normcurven bekannt zu macheu, um so einen Untergrund für 
die folgenden, ganz allmählich verwickelter werdenden Unter- 
suchungen über die Apohirität zu gewinnen. 

Zum Schluss soll noch einmal daran erinnert werden, 
dass alle Formeln dieses Abschnitte^ mittelst des Kap. I §. 7 
dargelegten Verfyhi-ens auf einen beliebigen Kegelschnitt resp, 
cubiscbe Eaumcnrve (d. h. genauer, die auf ein belle- 
bigea Coordinatensystera bezogen sind) übertragen 
werden können. 

Die nächsten Abschnitte entwickeln einige Hülfsformeln 
für die einfachsten Fülle, dass ein (sonst) beliebiger Kegel- 
schnitt Kum Normkegelschnitte, resp. eine (sonst) beliebige 
Flache zweiter Ordnung zur cubischen Normcurve apolar ist, 
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was wLcdci'uni gonügeii wird, die allgemeinen Formeln deut- 
lieh hervortreten za lassen. Diese Hülfeformeln führen dann 
von selbst zur Beti'achtung der invarianten (Apolaritäts-) Eigeii- 
Echafteii der binären Formen vierten und sechsten Gradns. 



Abschnitt n. 

Die binäre bl quadratische Form nnd ihre Apolaritäts- 

veriiältnisse auf den Normcurvcn zweiter, dritter und 

vierter Ordnung. 

§.17 
Ber Normkegelsehuitt. 
45. Nach Reje ^''' heissen zwei Kegelschnitte (1) 

Iffl^ =SS a^ x.^ x^ = a^^ a;^ -+- a^^ «^ -j- a^^ x^^ -+- 2a^^ x^x^ + ...=:0 
ul El-SS a^^ M| M^= a^^ ti^ + a^^ u^ + «gg"! "+"^%i "o**! + ■ •■ = 
(zu einander) apolar, wenn ihre bilineai-e Invariaüte ver- 
schwindet d. h. wenn 

(2) {accf ^E SSßjj^ «n^ ^ «1^ a^y + a^^ a,^ -|- a^„ a^., 

lind zur genaueren Unterscheidung führt er weiter die Be- 
nennung ein: 

^üer (Ordnungs-)Kegel5chnitt a^ = stützt 
(trägt) in diesem Falle den (Klassen-) Kegelschnitt 
M^z=0: umgekehrt stützt sich dann (ruht) der 
letztere auf den (dem) erster en." 

Dann giebt es bekanntlich, wie zuerst Hesse ^'' gefunden, 
ein und damit (einfach) unendlich viele Pohirdreiecke von 
ci' := 0, die is^ = um-, und (dualistisch) zugleich unend- 
lich viele Polardi-eiecke von ii^ = 0, die «^ ^=: c i n 1> c- 
schrieben sind. 
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Machen wir (durch Coordinatentransformation) den Klassen- 
kegelsülniitt «^ ^ zum Not-mkegelachnitt X (§, 12) 

(3) «. .,, - ..; = 0, 

80 geht die Bedingung (2) in die einfachere über: 

(4) v = «„. 
Desgleiclien ergiebt sich in dem entsprechenden Falle, dass der 
Ordnungskegelschnitt ß^ = zum Normli egelschnitt N^ (cf. 
ebenda) 

(5) 4x^^ x^ — a;* = 
gewählt wird, die Bedingung (2) in der Form 
(6) 4«„ = «„. 

Wir fassen dies in dem Satze zusammen: 

„Unter der Bedingung a^^ = ß^, trägt der Ord- 
nung s k e g e 1 s c h n i 1 1 a^ = Oden N o r m k e g e 1 s e li ii i 1 1 
Ng Lind nnter der Bedingung 4«^,^ ::= a,^^ ruht der 
Klassenkcgelschnitt«<.'^:z:0 auf dem Nürmkegel- 
achnitt JV^.« 

In der Regel machen wir nur vom ersten Theile dieses 
Satzes Gebrauch. 

46, Sehen wir jetzt, wie sich die Bedingung für ein in 
Bezug auf den Kegelschnitt a ■^ Q conjugirtes Puuktepaar 
modificirt, falls derselbe die Forderung erfüllt, 
den NormkegeischnittN^ zu tragen. 

Irgend ein in Bezug atif a = conjugirtes Punktepaar 
[x) (y) ist dargesteilt durch 
(7) a^a^ =x^ (a^^ y^ + «„^ y^ + a,,^ J/,) + x^ {a^^ y^^ 

+ «,i y, + '^,2 y^ + % («HO y« + %, y, + %, y^ ~ ö- 

Mit Anwendung des letzten Satzes und unter dement- 
sprechender Einführung der Bezeichnungen : 
{?,) a =. a , (tjjj =: a , a ^ a = a^, u^^ = a^, u^., = a^ 
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(sodass aligemein a^^ =; i\,^ wird) 

gewinnt die Bedingung (3) die übersichtlicheve Form: 

(9) a^ a^ = x^^ (tt„ y^ -\'a^y, + «2 V^) 4" ^1 (», V^ + "■■, f, 

+ <^, y^) + ^, («s h + »3 J^i + "4 ?/a) = 0. 

Mit llüclcsiclit auf den Fiindamentalsatz des §. 12 sctKCii wir: 

wo a, ß rosp, y, S die Argumente der vom Pmiktu x resp. 2/ 
an N^ gebenden Taugenten seien. Wir bezeichnen daher die 
Punkte auch durch (a,ß) resp. (y, 5). 

Führen wir endlich noch die liomogenen symmetrischen 
Fmiktioneii s. (i = 0, . . . 4) der vier Wertiie <x, ß, y, 5 ein, 
80 dass 

(11) ^'3z« + ß + y + ?, 'j = a{i -i- o'.r . . ., 

1 = a{ix + ai35 + . . ., ^;' - sß|5 

so nimmt die Gleichung (7) {ef. Nr, 2!) unter dec festgeselatei» 
Apolaritätsbedingung die endgiltlge Gestalt an: 
(12) a^a ^^ a^ i^ a^ s^ -\- a^ s^ -f- a^ s„ -f- a^ s.^ -|- a^ s^ =: 
was wir durch den Satz hervorheben wollen : 

„Trügt der Kegelschnitt a = den Noi'm- 
kegelschnitt N^, so ist irgen d ein in Bezug anf den 
e r 3 1 e r e n c n j u g i r t e a P ii n c t e p a a r (a, ß) (y, 5) durch 
die Gleichung (12) dargestellt* und umgekehrt 
„Ist die Gleichung (12) durch ein Werthsystem 
a, ß, Y, S befriedigt, so sind (a, ß) (y, 8); (a, y)(ß, 5); 
(a, S) (ß, y) drei solche coujugirte Funktepaare* 
oder kürzer: „die G lei c hu u g (12) stellt die (drei- 
fach) unendliche Schaar von N^ umschriebenen 
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Folvier Seiten dos kii N^apolaren Kegelschnitts 
»^z= Odar," 

47, Dieser letate Satz möge KiinÜcliiät (Uireti einige Zn- 
siitae des Näheren illustrii't wertieii. Er steht iiemlich in 
engster Beziehung zu dem Hesse'adiei] Satze ^^i; 

„Zu zwei in Beang auf irgend einen Kegel- 
schnitt oonjngirten Punktepaaren gehört stets 
ein drittes, das mit jenen dieGegenecken eines 
vollständigen Vierseits bildet." 

Man wird auf die Existenz eines derartigen Satzes und 
ähnlicher durch eine Überlegung geführt, die uns noch Öfters 
von Nutzen sein ^vird. 

BöKcichnet, wie oben, a a = die Bedingung für ein 
ia .Bezug Riif irgend einen Kegelschnitt, a = Lonjugirtes 
Punktepaar, so wird durch zwei solche beliebig angenommene 
Paare mindestens noch ein weiteres bestimmt, wenn eine 
Relation von der Eorm 

(13) h^ «^ fl + \ a^ flj, +\ ö^ ^ = 
statt bat, wo die Je Constante und (x^ (/J {x^ y.^ die beiden 
gegebenen Paare sind, und zwar muas dieselbe, wenn ein 
drittes Punktepaar durch die beiden ersten allein, unabhängig 
von dem gewählten Kegelschnitt, bestimmt sein soll, in Bezug 
auf die a^ identisch erfüllt sein. 

In der That verschwindet ja das dritte Glied der Relation 
(13), sobald dies die beiden ersten thun, mid zur Bestimmung 
der ß Unbekannten (der Coordinaten der Punkte {x^ (i/g) nebst 
den Verhältnissen der It) sind die erforderlichen sechs Gleich- 
ungen vorbanden. 

Zu dem Hatze selbst und seinem Beweise gelangt man 
sogieicb durcli Einfuhrung des Apolaritätsbegriifes mit Ee- 
nUtzmig der einfachen Entwicklungen der beiden vorigen 
Nummern. 
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E e d e be le b eb i[ n on m neu P k p ftre be- 

t n n e \ er e ie ma e e S 1 •i von Ivl enkegel- 

e e n eael e be k n U te hnen eändet sich 

e e e od e ner de ^e as ie Bed ^ ng (2) 

uf gend e nem el b g ale te ange o eneii (Ord- 

gs ) Kegelsc! n n übt o a e man d ese Klasseü- 

kegelschnitt zum Normkegelschiiitt N^ macht, der letzte Satz 

der vorigen Nummer und damit der Hesse'ache Satz folgt, 

da ja die Lage des letzteren Kegelschnitts von der des Vierseits 

ganz unabitängig ist. 

Umgekehrt führt aber wieder der (auf irgend eine andere 
Art jetzt als bewiesen anzunehmende) Hesse'sche Satz auf den 
letzten Sata der vorigen Nummer. 

Denn aollen schon durch ein irgendwie gegebenes con- 
jugirtes Punktepaar weitere bestimmt sein, sodass sich die 
Identität (tS) auf die Form 

[14) a a 4- ha a =0 
reducirt, so muss zwiachen den Coeffieieuten a.^ irgend eine 
lineare Eelation berrscben. Denn nur dann reduciren sich die 
sechs in dieser Identität enthaltenen Gleichungen auf fünf, die 
erforderlich sind, ura die filnf jetzt vorhandenen Unbekannten 
(die CoordJnaten der Punkte {x^) (p^) nebst Ä) zu berechnen. 

Eine solche lineare Relation (2) sagt aber aus, dass der 
Kegelschnitt ts^ =; au einem andern M^ =: apolar ist, wo- 
raua, wenn man den letzteren zum Normkegelschnitt N^ macht, 
der gewünschte Satz folgt. 

48. An den Satz der Nummer 46 knüpft siuh nun eine 
ganze Reihe von Beziehuiigeit, die iu eioaelnen Sützci) fest- 
gelegt werden sollen. 

Zunächst spricht er sich, da der Normkegelschnitt N^, 
abgesehen von der ihm auferlegten Apolaritätsbedingung ganz 
beliebig ist, auch so aus: 
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«) „Wenn ein Kegelschnitt f einen andern 
9 trägt, so giebt es (dreifach) unendlich viele 
dem letzteren nmschriebene Polvierseite des 
ersteren (und reciprok (drei fach) nnend lieh viele 
dem ersteren einbeschriebene Pol vier ecke des 
letzteren)." 

ß) „Unter diesen Vierseiten (Vierecken) giebt 
es speciell eine (einfach) unendliche Schaar von 
solchen, für die eine Seite (Ecke) unbestimmt 
wird. Dies sind (cf. No. 45, .W) die Heasc'schen 
Pol dreisei te (Poldrei ecke)." 

Y) „Ist irgend ein Punktepaar (a;, j/) eonj ugirt 
in Bezug auf den Kegelschnitt f *), so sind es 
auch die beiden andern Paare (a:^ J/,) {x^ y^) die 
mit dem ersten die drei Paare Gegenecken eines 
Tangen ten vierseits des Kegelschnitts cp bilden." 

Setzt man in der Gleichung des Kegelschnitts (1) «^ = 
mit Benützung der Bezeichnungen (8) (10) a = ß =:^ X, so ge- 
langt man zur Gleichung für die Schnittpunkte desselben mit 
dem Norinkegelschnitt (JV^ = NJ (d. h. genauer zur Gleichung 
der Argumente derselben auf JVJ: 
(15) 0* = «^ = a^_ + 4a^?. -h6 ß^x'-t-4r(,,X^+ a^ X ' = 

Dies geht aus 

(12) «3 = 

durch Gleichsetzen aller vier Argumente a, ß, y, S : = X hervor. 
Dann ist aber nach Früherem jedes der Gleichung (12) 
genügende Quadrupel (s.) zum Quadrupel (15) apolar und um- 
gekehrt stellt (12) alle zu (15) apolaren Quadrupel dar. Man 
hat daher : 



*) VijLi jetzt ab möge, Mls es nicht besoüdei-s wünschenswortli i 
scheint, die dHaliBtische Hälfte der SStae unterdrückt werden. 
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S) n^-*'^ '^'^" *¥ umschriebenen Pol viersei teil 
von /' (<auf 9) migehövigen (Argiimento ii-) Qua- 
drupel sind Bäm mtlicli apolar zum Scluiittpmi kt- 
quadrupel beider Kegelsehiii tte (d. h. atira Qua- 
drupel ihrer Argumente auf 9). Umgekelirt sind 
alle zu dem letzteren Quadrupel a polare 11 die (Ar- 
gumente 11-) Quadrupel jener Tangentenvierseito 
von 9" oder mit der früher eingeführten (Bosanes'- 
sehen) Bezeichnung; 

gÜie zum Sehnittpunktquadrupel (/cp) (auf cp 
betrachtet) conjugirte Gruppe bildet (vermöge 
der ihr zugehörigen Tangenten von 9) die 
eämmtliclien tp umnchriehenen Polvierseite von f^. 

Um auszudrücken j dass auch umgekehrt die Gleichung 
(12) durch (15) eindeutig bestimmt ist, sprechen wir den ein- 
fachen, aber öfters als Hilfssatz dienenden Satz aus; 

e) „Unter demlCegelschnittbüsehel, das seine 
Grundpunkte (15) auf tp liegen hat, befindet 
eich ein nnd nur ein Kegelschnitt, der 9 trägt. 
Von diesem gelten dann die Sätüe (a)(ß)(rXS)''- 

Die Form (15) kann auch nach Nr. 26 ersetzt werden durch 
die gaiiae ihr coujugirte Gmppe, die von der Form ist 

(16) Wj ^^Q.) + \ 9a(X) -+- \ %l}) -h \ %Q-) = 

Diese ist sehr leicht vermöge der Wurzeln von (15) daraii- 
atellen. 

Denn da, wenn (k — X^) ein Faktor von a., die Form 
(X — X ) zu a apolar ist (nach dem Rosanes' sehen Fimdamental- 
satz), so geht (16), wenn die Wurzeln von (15) mit X^, X^, X^, X^ 
beaeichnet werden, sofort über in die andere Form 
(17) V, (X—Xf + V, (X-X^f -H V3 (X-y' +v^(Ä-X./ ^ 0. 

Umgekehrt kann man stets von vier ganz beliebigen bi- 
quadratischen Formen cpi{X), '^^(X), <pg(X), <fJX.) ausgehen, dann 
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Ist iinmer eine Form (12) a^ resp. (15) a. bestimmt und zwar 
ergiebt sicli aus dem Verfahren des §. 3 ohne Weiteres, dass 
die Coef'ficieiitei] n doii respectiven vierreibigeii Determinanten 
des Coefficientensystems der <p|(X) proportional sind. Geome 
triech lieisst dies für uns jetzt: 

Q „Irgend vier einem Kegel seh ititt cp umsclirie- 
bene Vi er Seite bestimmen einen zu (p apolaren 
Kegelschnitt /'(der dann aus cp das zu jenen vier 
Quadrupeln apolare anssüliiieidet n n d), d esse u Pol- 
vievseite sie sind." 

Da nach Satz (e) durch eine biquadratisolie Form (15) 
ßj anf tp ein einziger zu cp apolarer Kegelsclinitt /' bestimmt ist, 
mithin ein einziges Quadrupel auf cp, dessen Tangenten zu- 
gleic : Tangenten von /'sind, dessen Lage also von der Para^ 
metervertheilimg auf 9 ganz unabhängig ist, so ist dies eine 
Covariante vierten Grades von a. d. li. da es nur eine solche 
giebt, deren Hesse'sche Form H. 

Man überzeugt eich auch direkt durch leichte Rechnung 
davon. Denn man erhalt das gesuchte gemeinsame Tangenten- 
quadrupel (ftp) A. h. seine Argumente auf f, wenn man if als- 
Normkegelschnitt N^ wählt, durch Combination der Parameter- 
gleich im g ftir Ng (g. 12): 

(18) zii^ ^= 1, TMj =: — X, in^ = A 
mit dci' Klassengleichung von f, die bekanntlich lautet (mit 
Riicksicht auf (8)); 

a, 

(19) u\ ^ 



also durch die Gleichung; 
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deren rechte Seite bekanntlich H ist ss). 

1]) „Das gemeinsame Tangentenqiiadriipel zweier 
apolaren Kegelschnitte f, cp ist auf 9 durch die 
Hess e'a che Form des gemeinsamen Punktquadru- 
pelsiler selben (aiif^ betrachtet) dargestellt (und 
reciprok das gemcinBarae Piin ktqu adr upel auf f 
durch die Hesse'sche Form des gemeinsamen 
Taiigentenquadriipels {auf j^ge reebnet))." 

Daraus ist umgekehrt sofort ersichtlich (Nr. 40) wie es stets 
zwei binäre biquadratiache Formen giebt, die eine andere ge- 
gebene solche Form zur Hesse'schen Covariante haben, denn 
unter der Schaar von Kegelschnitten, die mit cp vier feste 
Tangenten gemein haben, giebt es zwei, die (p tragen, und die 
man vermöge Einsetzung der Bedingung (2) resp, (4) in die 
Gleichung der Scbaar (in Punktcoordinaten) erhält. 

49. Wir kommen jetzt zum wichtigsten Sat^e, der zeigt, 
wie die Bedingung der Apolarität zweier binärer biquadra- 
tisoher Formeu (von der Gestalt (15)): 
(21)4Z>* 

d. i. (22) («!))* = 
sich unmittelbar in die ternäre Apolaritiitsbedingung zweiet' 
den Formen (21) entsprechender Kegelschnitte verwandelt. 

Wir gelangen dazu, wenn wir ausser dem bisher be- 
trachteten Kegelschnitt f (unter der Bedingung (8)) 

■ (23) al = 
der den Normkegelschnitt N"^ trägt und aus ihm als N^ das 
Punkfquadrupel 
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(23) ffi* = 
aiTsschiieidetj noch den Klassenkegelschiiitt 4": 

(24) u^^ = 
ins Auge fassen, der auf dem Normkegelsclmitt N^ ruht und 
mit ihm (als N^) das Tangenten quadrupel 

(M)' hl = 
gemein hat. 

Die erste dem Kegelschnitt 'S> auferlegte Bedingung lautet 
nach (_6) : 

(25) 4 p„ = ß„ 
d. h. es hat O die Form: 

(24)Mp^~ß^^W= + 2ß,W^M, + 2ß^(M^M^+2M^)+2ß,.^M,M^4.ß^X=0 

oder, wenn wir analog den Gleichungen (8) 

setzen, die andere: 

(26).,p'-p,..;+2p,«..., + 2p,(.,,.,, + 2»;) + 2p,..,..,+ li,«ä. 

Um das mit N„ gemöinsume Tangentenquiidrnpel zu er- 
halten, combiniren wir (26) mit 

(27) 111^ = 1, T!(, = — ;., iu^ = X^, 
und finden für das gesuchte Quadrupel (auf N^): 

(28) ßj = ß^ X"' ~ 2 ß, ;.' + G ^^ >' — 2 ßg X + ß, = 

Soll min nach der zweiten Bedingung für $ ß)_ identisch 
mit (24) bx sein, so bestimmen sich die Coefficicnton ß aus den 
ö in folgender Art: 

(20) Tß^ = J}^, Tßj = — 2 Zi.^^ Tß^ = ö^, Tß^ = ~ 2 öj, iß^ = 6„, 
so dass sich die Originalbedingung für die beiden binären For- 
men a , b jetzt HO schrribt: 
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(22) (aft/ = ff^ ß„ + 2 fflj ß^ + 6 a^p^-\-2aJ^-j-a^^^—0. 

Andrerseits ist dies aber die ApolaritJitabedingung ftlr die 
beiden Kegelschnitte f, $ wegen der Beding im gen 
(8) (25) a„ = <.,,„ p„ = p, ,. 

Damit ist der oben imgedentete üntz in folgender Weise 
gewonnen: 

i,j) „Wenn ein K e ge Is oiin i tt K einen Kegel- 
schnitt <^ stützt und zugleich auf einem andern 
Kegelschnitt f ruht, und sind ausserdem fnndO 
apolar zu einander, so sind auch die beiden 
Quadrupel auf K, die de)i Schnittpunkten mit f 
resp. den Tangenten mit <& zu gehören, apolar und 
umgekehrt," oder in anderer Fassung: 

[^) „Sind auf Nirgend «wei Quadrupel gegeben, 
so geht (cf, „£*) durch das eineQuadrupel ein ein- 
ziger Kegelschnitt f, der K stützt, und die Tan- 
genten des andern Quadrupels siufi zugleich Tan- 
genten eines einzigen Kegelschnitts fJ) , clor aut 
K vnht." 

„Sind dann die be.Jden Quadrupel apolai', so 
auch die Kegelschnitte f, Ound umgekehrt." 

(Ebenso gehört reciprok zum ersten Quadrupel 
ein Kegelschnitt <E>j, und zum z weiten ein and crcr 
f^, für die dann dasselbe gilt.) 

Was aber von irgend einem zu a{ apolaren Quadrupel 
&* gilt, gilt dann anch von der ganzen zu a^ coiijugirten 
Gruppe. IVIachen wir Gebrauch v«n der einfachen Abkürzung; 
,,2u einem Quadrupel auf einem Kegelschnitt gehört 
irgend ein Kegelschnitt f, wenn er durch die Punkte des 
Quadrupels geht, und gehört irgend ein Kegelschnitt $ wenn er 
die Tangenten des Quadrupels zu Tangenten hat," so können 
wir der gemeinten Erweiterung folgende, für uns wichtige, 
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Gestalt gcbeu (in der der Satz, wie überhaupt alles, was dieser 
Abschnitt bis jetzt behimi^eU hat, worunter auch insbesondere 
der Satz tj. einer Verallgemeinerung auf Räume beliebig hoher 
Dimension fähig ist, die später zur Sprache kommen soll): 

V.) „Wenn ein Kegelschnitt f einen andern cp 
trägt, 80 gehört zur ganzen (dreifach unend- 
lichen) Schaar von Tan genta nvierseiten von tp, 
die Polvierseite von /sind, eine (dreifach unend- 
liche) öchaar von Kegelschnitten, die alle auf f 

Jedem Vierseit gebort ein solcher Kegel- 
schnitt zu Lind umgekehrt. Andrerseits ist diese 
K egelschiiittschaar auch die vollständige auf f 
u n d 9 ruhende S c h a a r. 

JB e c i p r k gehurt z u r g a n z e n (i! r e i f a c h u n e n d- 
lichcn) Schaar von Puuktviereck cn von f, die 
Polvlerecki! von ^ sind, die (dreifach unend- 
liche) Schiiii.!' von Kegelschnitten, die f o n d (^ 
stützen. « 

Eine weitere Verwerthung dieser Sätze (i) (jt) wird bei 
der Theorie der Involution vierten Grades ihre Stelle finden. 

50. Wir gehen jet/.t über «iir niiheren ErkUirnng des 
Siitzes (ß), (ier den Zusammenhang der Hesse'scben Poldrei- 
seite mit unsern Polvierseiten betritft. Die Hauptgleichung 
(lä) «^ = Ü für die N^ umschriebenen Polvierseite von f kann 
nian auch, gemäss der allgemeinen Zerlegung (Nr. 21) in der 
Form schreiben: 

(30) (a„ a^ 4- a, a^ + a^ o^ + a, a,,) 

+ K («1 ^„ + % ^, + % ^, + «4 V = t' 

wie die q die homogenen synimetrischen Funktionen der drei 
Argumente X^ X^ X^ seien. (Wir schreiben jetzt bequemer 
X , X^, X,. X^ anstatt der früheren a, ß, y, S.) 

Im allgemeinen kann man von einem Tiuigcntenvierseit 
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von Nj resp. (<f), das Polvierseit von /'ist, drei Tangenten be- 
liebig annehmen, dann ist die viei-to eindeutig bestimmt, wie 
(30) zeigt. 

Bilden aber die drei Geraden (X^ X^ X^) mit jeder 
andern Tangente von N^ ein Polvierseit von f, so bilden sie 
bekanntlich ein Poldreieck von f. 

Da dann X^ unbestimmt werden muss, so sind die 
(Hesse'sehen) N^ umschriebenen Poldreiecke von f dargestellt 
durch : 

löj u^^ + ßg Oj -l- «j a^ + (t^ a^ = ^ Ä^ 
Die linken Seiten dieser Gleichungen sind nach §, 5 die dritten 
Ueberschiebungen der ersten Differentialquotienten von a^ mit 
der variabel« ciibischen Form (die das Poldreieck d. h. seine 
Seiten als Tangenten von N^ darstellt). Daiier können wir 
mit Rücksicht auf die Darstellnng conjugirter Gruppen (§. 4, 5) 
die Formel (31) so in Worte fassen : 

(ß') „Die (einfach) unendlich vielen 'f u m- 
achriebeneu Poldreiseite von f, die in Folge der 
Apolaritätvonfund^ nach Hesse existiren, sind 
hinsichtlich ihrer Argumente ßw/ (p dargestellt 
durch die Involution dritten Grades, die conju- 
girt ist zur Involution der ersten Polaren der- 
jenigen biquadratiacben Form, die die Schnitt- 
punkte (f Cj>) a u f cp darstellt.* 

Diese Tangententripel auf 9 sind dann selbst wieder die 
Polaren einer andern bi quadratischen Form aj^, deren Pimkt- 
quadrupel (nacli Nr. 40 und (15)) ein- Kegelschnitt /' «ugehört, 
der cfj trägt und dieselben vier Tangenten wie f mit ihm 
gemein hat, 

Umgekehrt kann man (§. 17) anstatt von der Form «^ 
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reap. a^ von einer ganz beliebigen Involution dritten Grades 
auf (f aiiBgehen. Denn zu ihr gehört eine ganz bestimmte 
ti quadratische Form a^, deren Polareninvolution die gegebene 
ist (und deren Funktionaldeter min ante die Hesse'sche Form 
von % ist). 

Dies liefert den (bekannten)^*' Satz, der hier als Spezialfall 
von (Q auftritt: 

Q „Irgend zwei einem Kegelschnitt 9 um- 
schriebene Dreiseite sind Poldreiseite eines be- 
stimmten zweiten^ stiltzenden Kegelschnitts f. 
Dann giebt es eine ganze (einfach unendliche) 
Schaar (Involution) von solchen 9 umschriebenen 
Poldreiseiten von f." 

51. Die Vergieichung dieses Satzes mit dem andern 
gleichfalls belsannten : 

X) „Durch die Ecken zweier einem Kegel- 
schnitt 9 um schrie b ene n D reiseite geht ein ganz 
bestimmter zweiter Kegelschnitt H. Dann giebt 
es eine ganze (einfach unendliche) Sehaar (In- 
volution) von tp umschriebenenDreiseiten^ deren 
Ecken auf H liegen." 

wird den Ausgangspunkt einer ausgedehnten Tlieoric bilden, 
deren erste Elemente hier bei der Theorie der biquadratischen 
binären Form auftreten. 

Sehen wir zunächst, wie dieser Satz (X) aus der Betrach- 
tung der Form 

(12) o, = 
fliesst. Diese konnte durch die beiden Gleichungen 

(31) Ä, = 0,A^ = 
ersetzt werden, denn umgekehrt lässt sich aus diesen wieder 
a zusammensetzen. Die Gleichungen (31) lassen sich, wenn 
man auf sie den Prozess, durch den ß = in die Form 
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(30) A^ + \Ä^=^0 
überging, noch einmal anwendetj auch ßo schreiben : 

W + KA. 

(wo die X aus deu i.wei Argumenten i^ X^ gebildet sind), die 
durch Elimination von X^ in die eine Gleichung übergehen : 

\Ä A I 

Dann stellt jedes Werthsystem X^ X^ (d, h. t^), das dieser Glei- 
chung H =: geni.lgt, zugleich ein solches dar, das auch die 
Gleichungen (31) befriedigt. 

Damit ist mit Rücksicht auf die Bemerkung, die dem 
Satze (O voranging, der Sata (X) bewiesen und zugleich in 
Beziehung zum Satze (C) gesetzt, die sich so formulirt : 

X') flDer Kegelschnitt H, der nach Satz(X) durch 
die EcJien der nach Satz (Q (p umschriebenen 
Poldreiseite von/' gebt (wo/'und 9 apolarsind) 
ist durch (33) dargestellt" 

Und da iur X^ = X^ = X die linke Seite von (33) in die 
Hesse'sche Form H von (lö) a^ übergeht, andrerseits aber 
dieser Process das Quadrupel der Schnittpunkte des Kegel- 
schnitts H mit dem Normkegel schnitt liefert, ao resultirt daraus 
mit Benützung des Satzes tj der weitere Satz: 

[i) „Trägt ein Kegelschnitt /"einen andern 9, 
so geht durch die auf cp liegenden Berührungs- 
punkte der gemeinsamen Tangenten von f und 9 
derjenige Kegelschnitt H, dem alle 9 umschrie- 
beneu Poldreiseite von /■ einbeschrieben sind." 

Gehen wii-, um die Natur der Gleichung (33) besser zu 
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erkennen, von einer fceliebig-en Involution dritten Grades 
a\ -\- liyx (was naeh dem Früheren erlaubt ist) aus ; wo 



\yx^y^X —y^X -\-y^X — y^ = 
deren Würze! Systeme dargestellt sind durch (cf. §, 3) 
(!( ^ M. s, + u s^ + M s^ -)- M s, = 

'''"'> k-:»:+^»:+»:.:+^»;=o 

wo die X, y mit den u, v durch die Relationen verknüpft sind : 

(36) {xy\^ = («(»),„, (•*, k, l, m = 0, 1, 2, 3) oderj^^^ = q^^, 
so erscheint H„ jetzt in der Form (in der wir es als H^ be- 
zeichnen); 

(37) H = ! " " ' ^ \ ' ' ' " ' ' \ ' i 

i^o *o + ^1 *i + '"'ä ^a' ^1 ^0 + "2 *■! + «'a »^j 

Soll daher irgend ein Kegelschnitt 

(38) 1(1 = Ic^^ «0 + 2 Kl %^i + ■ ■■ 

in die Form (37) gebracht werden können, so ergiebt sich 
durch Proportional setzen der Goeffidenten und Anwendung 
der zwischen den q geltenden Relation 

(39) «Ol «23 + «c. ^3, -h Uo, 3,s = 
für die Je die Bedingung^^h 

(40) /c^„ /i;,3 ^ 4 7^„, /fj, + /e,^ (2 \^ + ft^,) = 0. 

Man kann daher auch so sagen ; 

v) „Kann man die Coef ficieuten eines Kegel- 
schnitts (38) als Liniencoor dinaten auffassen, 
in der Weise, dass man setz en darf: 

'*"' IP '•» = 1'». 2p '-„ = P,„ P (2*„ + *„) = P„, 
so giebtes ein (und damit unendlich viele) Drei- 
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ecke, die demNormkegelsulmittNgiim- und dem 
Kegelschüitt (38) einbesclirieben aiiid." 

Dalier gehen durch ein gegebenes Puiiktquadrupel ü 
aiif JV^zwei solcher Kegelschüitte ; die respectiveü Dreiecke 
sind Poldreiecke von zwei andern Kegelschnitten, die N^ 
stützen nnd N^ in den resp. Quadrupeln O), «j^ treffen, deren 
Hesse' sehe Form beidemal H ist (cf. (fj,)). 

Wir koniuien auf die Kelation (40) noch einmal aurüclt 
bei der Betrachtung der bi quadratischen Form auf den cubi- 
schen Haum- (Norm -) Cur v en , und werden dort sehen , dasa 
unter der Schaar linearer Complexe (cf. Nr. 43), die dieselben 
vier Tangenteu (K) der Curve gemein haben , die beiden 
Complexe (40) die der Öcliaar angehörigen speziellen sind. 

In der That ist der Kegelschnitt H^ durch die Involution 
(34) auf N^ gerade so bestimmt, wie die Gerade (die Äxe des 
speziellen linearen Compleses) durch dieselbe Involution auf 
Ng (cf. Nr. 36), 

§■ 18. 
Die cauonisühe Form der Kegelschmtle F und H. 

52. Wir gelangen jetzt zur Theorie der canonischen 
Formen der beiden mit einem Grundke gelschnitt cp in der an- 
gegebenen Weise verknüpften Kegelschnitte /' und H und 
werden dabei erkennen, was wieder als Ausgangspunkt viel 
ausgedehnterer Untej'sucbungen erscbeinen wird, dass die ge- 
wöhnliche auf unsere Sätze der vorigen Nummern bezüg- 
liche canoniscbe Form jener Kegelschnitte geradezu 
identisch ist mit der gewöhnlichen canonischen Form einer 
biquadratischen binären Form (und zwar unserer Grund- 
form a-)) rcsp. ihrer dadurch bestimmten Hesse'schen. 

Zu diesem Zwecke leiten wir vorerst zwei Haoptforineln 
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ab, die für i3aB Folgende (dieses Abschnitte) genügen werden. 
Diese entspringen der Frage : 

^Welche Form nimmt die Gleichuag der Kegel- 
schnitte /'(ß^) und H (11^) an, wenn die Gr iinilf orm 
«* als Summe von vierten Potenzen auftritt?" 

I, Die Gleichung des ersten Kegelschnitts war: 

(41) fl^ ■:= CJ^ (a^ a^j -|- »^ "i -|- «g i^ä) 4" ö, (<Jj 0(, -j- (^^ f^i 

4" *^3 "2) "i" "'s ^'^2 '^n H~ '*3 "i "H "^i ''s) = 
wo die Klaramerfaktoren aus den zweiten DifFerentialquo- 
tienteu von «>_ durch Polarisation nach X^, X^ entstehen. 
Ist nun 

(42) «1 -a,(), + ^/-=_/- 

SO werden die zweiten Differentialquotienten (duvcli die Zahl 
12 dividirt gedacht) : 

(43) f„ = Ev, Q. + «,)' /„ 1= Zv, «, (X + »,)' 

f^rr Ev,5iJ (). + «/, 
mitiiiii wird, wenn man zur Abkürzung setzt; 
(44) A| - , cij + CT, a, + Oj a', 
dieForma^ (41) jetzt nacheinander folgende ; 

(46) al = d, Z(y. A,) + a^S (v. «, A,) + o, 2;(v, «J A,) 
r^ Sv, A (rj, + o, «. + (j, ttj) ---i 2v, A". 

II. Die Gleicliung des zweiten KegclsclmittB war : 
(46) H^ L^ i 

also nach der Entwicldung von I: 

2(v,A,), S(v, », A|), 

(■!') Ha s 2 (v,«,A,), Z (V, «; A,) 
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oder nach leichter ßechnnug : 

(48) H^ = S S (v. V A. A (a. — xf. 

i k ' ' ' ' 

Ü3. Wenden wir diese Ergebnisse auf die N„ (cp) um- 
schriebenen Polvierseite lind Poldreiseite von f an. 

Benutzen wir den schon öfters herangezogenen Hülfsssitz: 
„Sind die Formen a^ und ö^ ^pol^r, und seien ihre 
Wurzeln vesp. a., ß. (i=:l, . . 4), so ist sowohl (und nur 
dann) 

a{ in der Form S a. {X — a.)* als 

ö^ in der Form 's ?-, (X— ß/ 
darstellbar" oder in anderer Fassung: 

„Soll c!j_ in der Form S a (k — sc) darstellbar sein, so 
i=l ' 

müssen die a^ der Gleichung « := genügen und umg." 
so können wir sagen : 

Oj) „Der den Normkegelsehnitt stützende 
und aus ihm das Quadrupel «^ ausschneidende 
Kegelschnittfist immer in der Form 

(45)' at = 's* Vj A^ = 's* v, (a^ + cr^ «. + <^, «')' 
d a r s t e 1 1 b a ]■ , wo d i o a i r g e n d e i n W e r t h q u a d r u p c 1 
der N^ umschriebenen Polvicrseite von f dar- 
stellen." 

Oder, da die A == gesetzt, die Geraden dieses Polvier- 
seits selber vorstellen : 

) „Der einen Kegelschnitt tp stützende Kegel- 
schnitt j'' nimmt, auf irgend eines seiner cp um- 
schriebenen Polvicrseite bezogen, die Form 
(45)' ,..,.• 
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Umgekehrt kniii mm ■von iigeud emem dei cch^fath uii 
endliüh vielen Pjlvieiseite eine? beliebigen Kegplaclin tt-s / 
ausgehen; durch dieses ist ^3 einleiiti^ bestimmt imd dimit 
die Gleichung (45") 

Nnii ist aber bekanntlich irg'end ein Kegelaclmitt f, auf 
eines seiner PoMerseite j/^ ==; 0, . . . f/_^ := bezogen, stets in 
die Form zn bringen; 

(49) S(i, !/; = (). 

Man gelangt daher, von dieser Form rückwärts aus- 
gehend, falls man 9 zum ISforiukege! schnitt macht, wieder zur 
Form d{. 

Entsprechend geht der zweite Kegelsclniitt H, bezogen 
auf die Polvierseite von f, in die Form über : 

(48)' T Y(v.v,^Ä.ÄJa,— «^/) 

Diese Form wird erst von Interesse, wenn wir, wie 
gleich geschehen wird, als specieÜe Polvierseito von f die l-*o!- 
dreiaeite in's Äuge fassen. 

54. Bleiben von den Grössen «., ans deren vierten Po- 
tenzen sich ßj linear zneamraensetzt, drei fest, während die 
vierte unbestimmt wird, so kann man die letztere gleich 
der Variabein X nehmen und erhält dann : 

(50) a{^. Z ß,(X — K.)'\ 
Diese Tripel a erfüllen dann nach Nr. 50 die llelationen 
(31) A^^O, Ä^ = 
d. h. sie sind die Tripel der N umsclni ebenen Poklreiseito 
von f. 

Dann nelnneo, auf ein solches Drei'ieit bezogen , die 
Kegelschnitte f, H die Formen iui: 
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f /^ _-_; a\ -:-.: ^s'' v. A' -. ' S^ v, (a, + a, a. + c^, «'/ == 

'•^^n , fU,-«J' («^-'^s)' («.-^'i)'! 

' I ^ A? ^1 ■'^i '^2 -^2 ) 

woraus die geometnsclie Eigenschaft des zweiten Kegelschnitts, 
den Ng umsehriebenen Poldveiseiten von /'umachrieben zu sein, 
in tlie Augen springt. 

Damit ist aber wieder die ümkehrung des ganzen Ver- 
fahrens in folgender Weise ermöglicht. 

Tt) I. 2wei Kegelschnitte tf und f mögen in der Beziehung 

stehen, dass es ein f umschriebenes Poldreiseit von f giebt. 

Dann ist die Gleichung von f, wenn y^ ;= 0, y^ = 0^ y^^^ 

die Seiten des Dreiseits sind , immer in die Form zu bringen : 

(52) f^\i',yl + \^,ijl-h \^i Pl ~ 0. 

(Ist ip mit dem Dreiseit gegeben, so stellt (52) bei varia- 
beln {i die ganze Schaar der zugehörigen Kegelschnitte ^dar.) 

Ist dann auf tp ein Parameter ausgebreitet und seien 
«^, «g, (X die Argumente der Seiten des Dreiseits (oder, wenn 
man will, ihrer BerL\hruii gapunkte ai.if<p), so trif f t /' den 
Kegelschnitt <p in den Punkten 

(53) «^ = (.^ (X — a;f + \i,Q^ — «s)* -*- !^. (^ - «s)*- 
Des Weiteren stützt f den Kegelschnitt cp, und zwar 
ergiebt it = *) die Argumente der Quadrupel der 
cp um schrieb eil eo P ol vier seile von f; Ä^ ^= 0, Ä^^ = 
die der Tripel der !p umschriebenen Poldreiseite 
von /'etc. etc. 

■") Und Eiviir nimmt o;^ dann, wenn wk mU A;((j) (51) boKtlolinen, 
dass Aj in den a gesuiiviebea ist, die einfache Eorai an; 

«, = Sv, A^(^) A,(i) = 
wo die a aus \ ig die x ims X^ 1^, und die (links stoliondeii) s aus 
\ \ X^ J.J gebildet slud. 
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n) II. Zwei Kegelschnitte cp und H mögen in der Be- 

Kiehiing stehen, dass es ein cp um- und f ein beschriebenes Dreieck 

giebt. Dann lässt sich, wenn s^ ;=0, s'^ = 0, s^ = Odie Seiten 

des Dreiecks sind, f immer in die Form bringen: 

^', K K 
(54) -^ + ^ + -? = 0. 

S'j ■ä'j ^3 

(Ist 9 mit dem Dreiseit gegeben , so stellt (54) bei vari- 
abel!! [i' die ganze Schaar der zugehörigen Kegelschnitte 
H dar.) 

Sind ßg die Argumente der drei Seiten .?. (als Tangenten 
von cp) Eo trifft H den Kegelschnitt cp in den 
Punkten: 

Das Dreiseit ist dann zngieicbPoldreiseil; eines 
zweiten Kegelschnitts /: 

(56) M^ s\ + M^ sl -f Mj ^3—0 

wo die M mit den [j. ' d u r c !i die Relationen ver- 
knüpft sind: 

(57) p\i^ = -\_ ■ 

Dann lässt sich wieder der Satz I. anwenden, 
iindzwarsind dann alle Poldroiseite von /, diecp 
umschrieben sind, zugleicli H einbeschrieben 
etc. etc. 

Damit ist denn in der Thai die gegenseitige Zuriick- 
führbarkeit der canonischen Formen der Kegelschnitte (52) 
(54) auf die bezüglichen der bi quadratischen Form (50) und 
ihrer Hesse'schen (55) und umg. dargethan. 

55. Daran schliesst sich nun unmittelbar die Bedeutung 
der Invariante j der biquadratischen Form a.. Denn diese In- 
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Variante verschwindet bekauEtlich , wenn es möglich sein soll, 
«? als Summe von zwei vierten Poteüzfen darzustellen. 

Dies gellt in der Tha,t aus der Zusammensetzung der Form 
a sofort hervor. Deun soll es ein Werthepaar «^,«^(1;^) geben, 
das mit jede m Werthepaar A^, 1^ (c^) ein »„ = befriedigendes 
Quadrupel ergiebt, so müssen in der Gleiehung 
a^ ^ Tq («j s^ + f*! ^1 + '^2 ^2> "H '^1 ■('^1 ^0 + % *'i "!"■ % ''a) 

"1" "^a ("^a % "!~ ''3 ^1 "I" '^i ^a) ~ *-' 
die drei Klammerfaktoren verschwinden, was (für ein be- 
stimmtes Werthepaar) unter dev Bedingung 

1% '■''1 ^t 
(5^)j — Iß^ a^ a^. =: stattfiiidot. 

% "■! % 

Danii bilden k^, «^ auch mit jedem Wertlie X ciu den 
Gleichungen 

(31) .4, =0, A^^O 
genügendes Tripel, so dass es erlaubt ist, in der Form (50) 

(ÖO) «• -_-, 21 a, (l-o,)' 
X gleich X zu nehmen, wodurch sich die erste li-eite redu- 
cirt auf: 

(59) ttj (Ä—«/ + a^ (A-a/ " a^ 
p) jjDann zerfällt, wie aus (51) ersichtlich, der Kegel- 
schuitt / in die beiden Geraden 

(60) Ya^ Ä^ + Ya^ Ä,^ — 0, ]/"m^ ä^ - Y% ^-^ 
sowie der Kegelschnitt H in die beiden andern 
(61) A^ = 0, Ä^ = 0'= 
Das erstere geht auch daraus sofort hervor, dass ,/ mit dei- 
Determinante des Kegelschnitts a^ identisch ist. 

Andrerseits sind dann die vier Wurzclwerthc von a* iiar- 
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nioiiiscli zn einander, etwa (X^ X^) zu (X^ X^. Dies geht auch 
aus (60) mit Hülfe des Fundameutalsatzes der Ni-o. 31 liervor. 
Denn aus ihm leuchtet ein, daaa die Gei-adeu (60) in Bezug 
auf den Kegelschnitt N^ (9) conjugirt sind, d. h. daas ihre 
Schnittpunktepaare mit demselben zu einander harmonisch 
liegen, zugleich aber auch, dass das au den beiden Ge- 
raden hai-monische Tangenten paar (61) den zwei Argumenten 
(a a^) zugehört, das sowohl zu X^ X^ als zu X^ X^ harmo- 
nisch ist. 

Aus (61) ist auch das bekannte Hesultat abzulesen, dass 
wenn die Invariante j der Form af verschwindet, die Hesse- 
sche Form iTvon «* zwei doppeltzäblende Wurzeln besitzt. 

Die angegebene Bedeutung <3es Verschwindens von^ für 
den Kegelschnitt f wird auch weiterhin vielfache Verwendung 
finden. 

56. Die Bedeutung der Hesse'schen Form 3 von a ist im 
Obigen schon nach mehreren Seiten hin untersucht worden. 
Wir heben noch eine heiTOr, die unmittelbar aus (33) folgt und 
im Satze ([).) schon implicite steckt: 

cjj) „Unter den sämmtiichen einem Kegelschnitt 
9 umschriebenen Poldreiseiten eines andern (p 
stützenden Kegelschnitts f befinden sich vier 
speciellevonderArt, dass zwei der drei Seiten 
coincidirt sind. 

Diese doppelt zählenden Geraden sind die 
gemeinsamen Tangenten von f und ^." 

Da aber der Process, durch den.H'ausH^ (33) entsteht, auch 

so aufzufassen ist, dass man aus den beiden Gleichungen 

iX^ (fl.„ |i + a,) + 2 X (d, |i + flj 4- («„ |i + « ) = 
(62) L ■ 

X («1 [* + s) "^ ^ '*■ C'^s !*■ H" ''S) ~^ ('S {'' + <* J ~ 

H elimiuirt, so ergehen sich andrerseits die vier Geraden (Tan- 
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gcnteii vou Ng (9)), die mit den (doppelt zählendeu) Geraden H 
die vier aiiagezeichueten Poldreiseite von f liefern, durch Eli- 
mination von X aus (62). 

Dies liefert daher eine andere Covariante vierten Grades, 
die dann bekanntlich immer von der Form f -\-h H sein muss. 

Durch Ausrechnung ergiebt sich leicht, dass diese neue 
Covariante folgende ist 

(m)V-zz2Jt -^ 5iH=0. 

Ans der Eigenschaft der Kegel schnitte f, H folgt dann 
sofort : 

a^) „Die Berührungspunkte der den apolaren 
Kegels chnitten f, 9 gemeinsamen Tangenten auf 
q)aind die einzigen Punkte auf cp, deren Polaren 
inBeiiug anff wieder Tangenten voncp sind. Die 
letzteren sind durch die Gleichung (63) P = g e- 
geben. Der Kegelschnitt H (der durch die Be 



samen Tangenten f, 9 
er Tangenten P=:Oin 
t jenen gemeinsamen 



rührungapnnkted 
auf tp göht) berührt die v 
ihren Schnittpunkten ra 
Tangenten vonfund 9," 

57. Die Bedeutung der Covariante sechsten Grades 

wird sich in ihrem vollen Umfange erst in der Theorie der 
Involutionen vierter Ordnung übersehen lassen, indem ja 
alle Eigenschaften der F unk tion aide termin ante einer solchen 
Involution sich ftir specialisii'en lassen. 

Hier mögen mir die beiden zunächst hegenden Eigen- 
schaften von Platz finden. 

Theilt man die Wurzehi von es* (und dies ist auf dreifache 
Weise möglich) in zwei Paare, so giebt es drei Werthc paare, 
von denen jedes zu zwei solchen Paaren zugleich harmonisch 
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ist : dies sind bekanntlich die drei Wurzelpaare von =: 
d. h. hier (mit Hülfe des Satzes der pg, 106) 

T,) „Die Ecken des den Kegelschnitten des 
Büschels, die auf einem gegebenen (:p) das Qua- 
drupel»* ausschneiden, gemeinsamen Polar drei- 
eckssind durch © = dargestellt." 

Legt man einem dieser drei Wurzelpaare die Argumente 
0, OS hei, so verschwinden in a. die Coefticienten a,, a„, und 
die Gleichung a = (30) wird daher ftir diese canoniache 
Form von »*: 

(65) a^ = (ff^ (T^ -{- a, a^) + \ (a^ a^ + a^ q^) = 0. 

Daraus folgt aber sofort, dass sowohl der Werth 0, drei- 
fach gezählt, mit dem Werthe oo , als umgekehrt der Werth cc, 
dreifach gezählt, mit dem Werthe 0, je ein der Gleichung 
ffl =: genügendes Quadrupel bilden. Daher können wir auch 
so sagen: 

T^) jDie drei den Wurzelpaarcn von 6 zuge- 
hörigen Tangentenpaare auf 9 haben die Eigen- 
schaft, dasa jedes von ilinen (indem man je eine 
derTangenten desPaares dreifach rechnet) ein 
Paar von Polvierseiten des zu 9 apolaren Kegel- 
schnitts /"darstellt." 

Diese Eigenschaft kommt aber thatsächÜch , wie leicht zu 
sehen, wieder auf die des vorigen Satzes zurück, dass das 
Dreieck der drei Punkte (Wurzelpaare) = sowohl Polar- 
dreieck von 9 als von f ist, 

58. Das Verschwinden der Invariante i, da dann ß au 
sich seibat apolar ist, hat wegen der sonst bekannten Eigen- 
schaft den Satz zur Folge (cf. pg. 70, 80 und Nro. 83) 1 

cp) „Trägt e i n K e g e 1 s ü h n i 1 1 f e i n o n a n d c r n 9 , 
so bilden die Taugenten an 9 in den Schnitt- 
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punkten beider nur dann ein Polvierseit von f, 
wenn das Schnittpunktquadrnpel ein aequian- 
harmonischea ist und nragekebrt." gAuaserdem 
sind alle <-f iiinschriebenen Poldreieeite von f 
apolar zu einander." 

Dies seien die Sätze über die Darstellung der biquadrati- 
sclien Form auf einem Kegelschnitt, deren manche schon be- 
kannt sind nnd die wir nur einer gewissen Vollständigkeit 
wegen zusammengestellt haben, um auf sie bei den späteren 
schwierigeren Untersuchungen n.ls auf den einfachsten Typus 
zurückgreifen zu können. 

§. 19, 
Die Darstellung der biquadratisehen biiiäi'eii Form auf der 
1 Normourve. 



59. Das Folgende bildet eine erste Ergänzung undWeitcr- 
fiährung der Theorie der cubischen Normcurven (§. 12 ff.), 
Bpeciell der Theorie des lineareo Complexea a^ =. 0, soweit es 
mit Benützung der Methoden des g. 17 möglich ist. 

Die damals (pg. 79) abgeleitete Fundamentaleigeuscbaft 
dieses Complexes möge hier kurz recapitulirt werden. 

a) „DorliueareCompiexo ^0 wird gebildet 
von den Treffgeradenpaaren der Tangen tenqua- 
dropel der cubischen Curve, deren Argumente 
die Gleichuiigai ^ befriedigen oder, was das- 
selbe ist, diezuaconjugirte Gruppe bilden." 

;,Speciell enthält er die Congrucnz, deren 
Directricen die beiden Treffgeraden des Tan- 
gentenquadrupela a, sind." 

Das letztere Quadrupel bildet gerade die vier Tangenten, 
die der Complex mit der Curve gemein hat, Uragekelirt aber 
gab es ein ganzes Complexbüschel , dessen Individuen alle 
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diese vier Taugeuten nebst der Coagiuenz ihies Treffgeraden- 
paares eutlialtea. Ußter ihnen befand sich auch der Niiltcom- 
plex der Curve, so dass das Complexbuachei dargestellt war 
durch : 

(l)o. + S(3j)„-j)„) = 0. 

Wie nun diesem Büschel in der Ebene (cf. §, 17) ein 
Kegelschnittbüschel entsprach, nnd zwar dem Kullcomplex der 
Normkegelschnitt und dem andern (a = 0) der den Norm- 
kegekchnitt stützende und das Quadrupel a. ausschneidende 
Kegelschßitt, so kann man auch hier fragen : 

Wodurch ist der Complex « =^ unter den 
Complexen desBUschels (1) ausgezeichnet? 

Dies ergiebt sich leicht so. Die Sehnen (a.) der Norm- 
curve, die einem beliebig gegebenen linearen Complex 

(2) 5}^,,, s,„ = 
(ivo die 9 beliebige Coefficienten sind) angehören, waren dar- 
gestellt diu'ch die Gleichung (pag. Tö) : 

(3)(<!„»;+«„v.+3»°,",+ä„'';)+'|»;+(°?o-|')v,=o- 

Die Gleicbniig für die dem Gomplexe (2) angehörigen 
Äxen der Ciirve ging aus der letzten durch Umtauscliung von 
3^j mit j)j oder auch von 3 q^,^ mit g^^ hervor. Soll aber der 
Kegelschnitt (3) den Normkegelschnitt stützen , so müssen die 
Coet'iicienten von s^ und 2 a a^ einander gieicli sein d. h. 

2 q q 

(4) -g— -^ 3 2„j, — -^- oder 3 q^^ = q^^. 

Für die Gleichung des Compiexes ra^ =: ist: 

(5) p^jg = 3 a^, pq^.^ =x a^, also 3 q^^ = q^^. 
Dies liefert aber den Satz : 

ß^) „Unter allen linearen Complexen, die vier 
feste Tangeuten (cO einer cubischen Raumcurve 
enthalten, ist 
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% = 
dadurch ausgeaeichnetj dass die ihm angehörigen 
Axen der Curve die den ihm angehörigen Sehnen 
zugehörigen sind d. h. wo die beiden Ebenen einer 
solchen Axe (an die Curve) zugleich die Ebenen der 
Punkte der eptsprechenden Sehne sind." ^Oder 
Itürzer: der Coniplex a^ ^ ist sich selber con- 
jugirt" *). 

Oder, da ja (pg. 75) diese Sehnen undAxcn eines linearen 
Complexes immer auf derselben Fläche liegen : 

ßg) „Die Fläche der Sehnen und Axen der Curve, 
die dem Complexo 

angehören, ist in Bezug auf die Curve vollständig am 
sich seiist dualistisch.'^ 

Nun war der dem Complexe a = entsprechende Kegel- 
schnitt (§. 17) einfach gegeben durch: 
(6) al — 
wo (6) aus ffl ^ hervorging, indem man von den vier in den 
Sj steckenden Argumenten je zwei (etwa \ =z 'k^ -^ \ und 
X^ = X^ 1:1:: Jl) gleichsetzte. 

In der That ist ja dann (cf. (a)) das Treffgeradenpaar 
dieses Quadrupels (X, X, X', X') aus Seiine und Axe (XX') gebildet 
und umgekehrt wird eine Sehne oder Axe immer nur von 
einem solchen Tangenten quadrupel (X, X, X', V) getroffen. 

60. Greift man aus der Scliaar der zu a. conjugirten Qua- 

*) D h m Eeaug aut (Ibü NiUccmplei dei Lubisolien Cnrse. In 
dei That ist ja iigend em Gendeiipaai m Bezug aul ihn (cf. pg. 75) ein 
eoujugii-tee wenn die beiden Gtei^len duioli Veit^nochuiif, von 3 ji„g und 
Jl m p nindei iil ei^alien Mitl 1 i pstel t dei C 1 plci a^ = nur 
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(Irupel irgend zwei heraus, so bilden diese eine iuvolutlon 
vierten Grades, deren es also eine vierfach unendhche Schaar 
giebt. 

Nach Nro. 44 (pg. 80 f.) liegen die TrefFgeradcn paare aller 
Tangenten quadrupel einer Involution vierter Ordnung auf einer 
Fläche aweiter Ordnung, deren mit der Curve gemeinsame 
Ebenen die (Schmiegnngs-) Ebenen in den ihr mit cier Cnrve 
gemeinsamen Punkten sind und zwar bilden sie die eine Eegel- 
scbaar dieser Fläche. 

„Solcher Regeischaaren, die nach dem Haupt- 
satz (ffl) alle dem Complexe a ^= angehör en, ^{^hi 
es also eine vierfach unendliche 8c haar." 

Unter diesen Kegelschaaren giebt es gewisse auBgezeich- 
netc, die mit den Covananten von a. in der engsten Beziehung 
stehen. 

Vor allem verdienen diejenigen unsere Aufmerksamkeit, 
die drei Tangenten der Gurve enthalten und die uns 
auch später von ganz anderer Seite her wieder begegnen 
werden *). 

Haben nemlich alle Quadrupel einer in der zu a.^ con- 
jugirteii Gruppe enthaltenen Involution einen festen cubiachen 
Faktor (mit den Wurzeln X^, X^, X^), so wird das vierte Argu- 
ment X^, das mit den drei ersten ein Quadrupel liefert , das der 
Gleichung a == genügt, unbestimmt und es sind somit (cf, 
pg. 98) zur Bestimmung eines solchen Tripels X^, X^, X_^ die 
Gleichungen vorbanden: 

lA ~=z a^j Sp H~ öj s^ -f- a^ s^ -\- a,^ s^ = 
U, = ».«, + ». », + o, ». + a, ,,, = ü 
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Dann aber sind die Treffgeraden der einem solchen Tripel 
zugehörigen Involution vierter Ordnung offenbar die Geraden- 
Bchaar des durch die drei Tangenten X^, X^, X^ bestimmten 
Hyperboloids, der diese Tangenten nicht angehören. 

Soll umgekehrt eine drei Tangenten der Gurve treffende 
Kegelschaar dem Complex a = angehören, so gäbe es noch 
unendhch viele vierte Tangenten, die mit jenen drei ein Qua- 
drupel a^ ^ bildeten, d. b. X^ würde unbestimmt und wir 
sehen daher: 

(Yj) „Das Gleichongspaar (7) 
^^ = 0, ^^ = 
stellt alle (einfach unendlich vielen) Tangenten- 
tripel der Gurve dar, deren (sie treffende) Regel- 
schaaren (zweiter Ordnung) dem Gomplexe 

»^ =: r- X, + \ A^ 
angehören." 

Über solche Begelscbaaren vgl. auch Sturm pg. 143. 

Rllcken von einem solchen Tangententripel X , X X zwei 
Tangenten zusammen (X^ ^ A^ = tj) so zerfällt die zugehörige 
Regelschaar in zwei ötrablbüschel, einmal in das von allen 
Geraden gebildete, die den Berührungspunkt der Tangente ij 
auf der Curve mit allen Punkten der Tangente X., verbinden, 
und dann in das von allen Geraden erzeugte, die in der Ebene 
Tj der Gurve liegen und dessen Centrum der Schnittpunkt dieser 
Ebene mit der Tangente X^ ist. Diese beiden Strahlbüschei 
liegen also in zwei Ebenen des Complexes a = 0, die den be- 
züglichen beiden Gentren in ihm angehören. Da man ausser- 
dem sogleich erkennt, dass in keinem andern Falle eine der 
durch (7) bestimmten Eegelschaaren zerfallen kann, so ergiebt 
sich zunächst: 

(Yj) Es giebt unter den (Tangententripel-) Regel- 
Rchaarcn (7) de?; Complexes «, = vier zerfallende 
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und Kwar btsstehen diese dann jedesmal aus zwei 
StrahlbüscheliidesCoinplexes, deren Centrum 
für den ersten Büschel ein Cnrvenpunkt, deren 
Ebene für den zweiten Büschel eine Curv-en- 
ebene ist. 

61. Nim sahen wir (pg. 107), das,^ die Hcsse'sche Form R 
von a diese vier Werthe t) repräaentirt, während die vierRest- 
argiimente X^ durch die Covanante P = 2 jf — 3i H gegeben 
wurden. Dies liefert den Satz, dessen ersten Theil man bei 
Sturm pg. 145 findet: 

(Yj) pDie Hesse'sche Form if von a. ergiobt 
ein solchesQiiadrupel vonCurvciipuulcten, dass 
di e ihnen im Complexea^ = zugeordneten Ebenen 
die Cur ve noch ausserdem (im Punk teX^) berühren. 

Diese vier Berührungspunkte sind durch 
(8)P--2i/"~ 3iH=0 
dargestellt.* 

Oder in der vollkommen diiahstischen Fassung: 

(Yj) „Es giebt vier ansgezeichn ete Ebenen der 
Gurve, so dass der Punkt, der einer jeden dnrcii 
den Complex a = augeordnet ist, auf ein er Tan- 
gente der Gurve liegt." 

Das E benenquadrupei ist durch P-.-2if-.5(if,l 
das Tangentenquadrupel durch IL J 

Wendet man den Satz über die durch eine Tangenten- 
invohition vierter Ordnung auf der Gurve bestimmte Kegel- 
flache noch einmal auf f und // an (deren FunktionaJdeter- 
minante ja die Covariante 6 ist) so ergiebt sich: 

(S) Das Geradenpaar, welches das Tangenten- 
quadrupel des Sat:?es (yj trifft, liegt mit dem- 
jenigen, welches das T a n g c o t e n q u a il r u p e 1 a 
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trifft, iiof einer Fläche zweiter Ordnung, iiiif 
der alle Tretfgeradenpaare d er Q ii;nl ru p el 

liegen, und die die Curve in den sechs Punkten 
0= schneidet, deren Schmiegungsebenen ku- 
gleich Tangentialebenen derFiächesind." 

Auf andere Bedeutungen von kommen wir weiter unten. 

62. Verschwand die Invariante^' (pg. 106), so gab es ein 
Dupel (5j, S^), das mit jedem Dupe! (X^ X^) ein ku a^ apo- 
larea Quadrupel bildete, d. h. 

(e) ^Verschwindet die Invariante^' von«, so 
giebtes (und nur dann) eine deraComplexea :^0 
ange hörige Congruena, deren Directricen zwei 
Tangenten (3^, S^) der Curve sind." 

Dann wird bekanntlich die Hesse'sche Form von a. ein 
Quadrat (der quadratischen Form mit den Wurzeln 5^, S^) 
und ist zugleich ein zu a, apolares Quadrupel, und identisch 
mit P. 

In der That ist dann nach dem letzten Satze evident, dass 
alle Eegelachaaren (7) der Congruena der beiden Tangenten 
8|, Sg angehören, also die Tangentenebenen der Curve, die zu- 
gleich die Complexebeuen ihres ßestpuuktea sind, nur noch die 
Tangenteneben eu S^, 5^ sein können, die noch durch 5^ resp. 
Sj gehen. Die Sehne und Axe (S^, SJ gehören der Congruena 
des letzten Satzes an, mithin ist H zu a, apolar etc. 

Verschwindet y mit i (cf. auch §, 21), so fallen S^,§^(inS) 
zusammen ; o, erhält eine dreifache Potenz als Faktor, H wird 
eine vierfache Potenz. Geometrisch ist dann bemerkenswerth : 

(Q „Verschwinden i un d ^^ so wird der Com- 
plex»^=:0 derart ein specieller, dass seine Axe 
eine Gei'ade wird, die sowohl durch den Punkt S 
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der Curvc geht, Lilsindor Eben« 5 dorsolljcn liegt. 
Die Oongriieiiz des letzten Sataus zerfällt dann 
indasStrahlenbündel des. Punktes 3 und das Ge- 
radenfeld der Ebene 5." 

Was dagegen vom Verschwinden der Invariante i gilt, 
mag kurz ans Nro. 39 wiederholt werden. 

(•q) „Verschwindet*, so wird der Co mpl ex «^=0 
ein specieller und seine Axe ist eine im Nullcom- 
plex der Curve sich selbst conjngirte Gerade. * 

63. Um jetzt auf die Covariante 6 von a zurückzukommen, 
ao wissen wir aus Nro. 57, dass ihre W^urzeln drei Paare £,. tJj, 
(« = 1, '^, 3) bilden der Art, dass sowohl (?>—£,) (?.— v],) als 
(A— 15.) {X — £|) an ci apolure Quadrupel sind. Dies können wir 
in Bezug auf den Complex zunächst so aiisdriickcn : 

(i ) „Es giebt drei Punktepaare (s^, rj^ (die Wur- 
aeln von0) derart, dass sowohl die Gerade, die 
durch den Punkts, geht, in der Ebenes, liegt und 
die Tangente j;. trifft, als die aus ihr durch Ver- 
tan s e h u n g von E, m i t VI li e r V o r g e h e n d o , d o m C o ra- 
plexe a^ = angehören." 

Da, weiter die aus den beiden Quadrupeln gebildete In- 
volution vierter Ordnung 

(9) (X - e,) (i - ,,) |a - .,)' + M* - %)'] 
sich aus dem festen Paare (s., ^j) und der gewölnilicheu In- 
volution, deren üoppelelemente e| Tj^ sind, zusaraniensetat, so 
haben wir mit Rücksicht auf Nr. 44 den Satz : 

{(.j) „Es giebt drei dem Complexe a^ = aiige- 
liörige liege Isch aar en zweiter Ordnung von der 
Eigenschaft, dass ihre Geraden ausser von zwei 
festen Tangen ten e., tj. noch von den Tangenten- 
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paaren getroffen werden^ deren Elementen paare 
(lie gewöhnliche Involution mit ilen Doppelele- 
menten Ej T^i bilden." 

Fassen wir eine solche Regelschaar, die dnrch irgonii ein 
Tangentenpaai- der Cnrve eindeutig bestimmt ist, und Knr Ciirve 
in invarianter Beziehung steht, noch näher in's Auge. 

Um ihre Gleichung in eanonischer Form aufzustellen, 
machen wir die vorgelegte Curve zur Normcurve und nehmen 
das Tange: tenpaar 0, co ?,iim Ausgangspunkt. Dann ist jedes 
Taiigentenquadrnpel der vorgelegten Involution 

(10) Xi>. Q? +■ 5t JJ.^) 
von der Art, dass die Coeffieienten von X , X |j, , |j, vcv- 
schwiiiden. Andrerseits war die Darstellungsform irgend eines 
Tangenten qu ad rupels (resp. ihres Treffgera den paar es) (pg. 68) 
(11) j)„^X* + 2p^^XV + l3Poj+J3j >.'{i'-l-2jt<,3XtJ.'+i)^^ p,* 
mitbin ist die gesucJite Regeiseliaar die den drei linearen 
Complexen 

{12) p^^ = 0, p^^ = 0, 3p^3 +^;^^ = 
gemeinsame (gehört also der Congruenz des Tangenten- 
paares 0, <x> an, wie es sein muss). 

jS^nn ist die eine Regelschaar der Fläche zweiter Ordnung 
(13) m a:^ x^ — a^j a:^ = 
(wo m ein noch unbestimmter Coefficient) gegeben dnrch: 
(«8 x^ -[- h x^ ==1 
^^^^ 1 x^-\-]ix^ = 0, 
mitbin sind die Axencoordinaten einer Geraden der Sciiaai-T 
(15) g^jj = g^^ = 0, pg^jg = m, pg^j^ =: mk; pg^^ := h, pg^^ = fc^. 
Auch diese Sehaar gehört der Congruenz des Tangenten- 
paares 0, OD (p||j = p = 0) an : soll sie auch noch dem 
Complex 



(16) %V+-Pia™Ö-^^^n! 
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angc'liören, so erfordevt dies die Bedingung: 
(iT) m + a =0 d. h. 
(xj „Die einem T angen ten p n a rc 0, cc der 
Norme 11 rve in obiger Weise zngeliÖric,'e Regel- 
schaar zweiterOrdimng ist die eine Sc haar der 
Fläche zweiter Ordnung: 

(18) 3a;„ x,^ + x^!r^=z 0« 
Die Sclinittpunkte einer jeden Fläcbe des Büsehels (13) 
mit der Corve, sowie ancii ilire mit der Cnrv 
Ebenen sind durch 

(19) X'[i*=:0 
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(20) ■fip^^+p^^ = 
(wo 1] beliebig) angehöit, durch 

(21) m + -/i = 
bestimmt ist und umgekehrt. 

Mithin ist diejenige Flüclic des Büsuhels (13), deren 
Hegelschaar (14) dem NuUcomplex der Gurve 

(22)3i,„-},„=0 
angehört (d. h, für die Jede Gerade dieser Schaar in Bezug 
auf den Niillcomplex sich selber conjugirt ist), gegeben durch 
die Gleichung: 

(23) 3x^ x^ ~ a:, Xg =; 0. 
Zunächst springt daher in die Äugen der öatz : 
(xj „Die durch die B e dingu ng (2:i) characteri- 
eirte Fläche aweiter Ordnung (23) (des BüseheU 
{13}) liegt zu der durch' die Bedingung (16) be- 
stimmten harmonisch in Bezug auf die beiJen 
E b e n e n p a a r e 

(24) x^=0, iKg = ; x^=0, x.^=: 0." 

Schreibt man ferner die Fläche (13) in Rbenencoordi- 
naten, so ergiebt sich leicht; 

(13') «.«,-»»,», = 0. 
Mithin ist diejenige Fläche des Biisclicls (13), die diese 
letztere (bei fest gedachtem m) trägt, keine andere als 

(25) mx^ x^ ■^x^x^ = 0. 
Duher sind im Büschel (13) immer zwei ku den Kbenen- 
paaren (24) harmonische Flächen 

(26) mx^ x^ — x^ x,^^ 0; tnx^ x^ -\- x^ x^ = 
solche, die sieh gegenseitig stützen (oder auch ; aufeinander 
ruhen). 

Speziell also hat man: 

(Xj) „Die beiden ausgezeichneten Flächen des 
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BüBülicls (13), nemlich (18) und (23) tragtMi sicli 
gegenseitig." 

64. Den Zusiimmenhatig zwischen den beiden Flächen 
(26) {resp. speziell (18) und (23)) kann man noch weiter ver- 
folgen, wenn man das dem Gleichuugssystem (15) imaloge 
anfatellt, das der anderen Regelschaar einer Fläche (l3) zu- 
gehört. 

Dies ist znnäclist gegeben durch: 

_ [«;*„ + U x^ = 
^^"^ ) 'y x^ + l' x^=^(i 
mithin die Äxeueoordiiiaten einer Geraden fler Schaar; 
(1^') 9,ä = %i = 0, So, = m 2^3 = J'^ g^ = mk', q^^ = — k'. 

Daher gehört diese IiegekchTU einer Flüche (13) auch 
dem linearen Complexe in riu'*''ei den beiden q^^^ = q^^ ^0): 

(27) ;),„ + rnji , = 

während die andere Schaai (15) dem anderen Coraplexc: 
(ausser den beiden ß^j^ =: p^,, ^ 0): 

(28) p^^ — mp^^ ~ <}. 

^jg = resp. jPjij = selbst stellen die beiden speziellen 
Complexe des ganzen Büschels (27) oder (28) (bei variablem m) 
dar, deren Axen die Curven- Sehne i-esp. Curven-Axe mit 
den Argumenten 0, co sind; ebenso p^^ = resp. jp^^ = 
die beiden speziellen Complexe, deren Axen die Geraden sind, 
die durch den Punkt (oo ) der Curve gehen, in der Ebene 
( oo) der Curve liegen und die Tangente co (0) treffen. 

Endlich sind p^^ = 0, p^^ := die speziellen Complexe 
der beiden Tangenten 0, co selbst. Demnach gelten von der 
durch irgend ein Tangentenpaar einer ciibischen 
Haumcurve durch die Bedingung des Satzes (ij bestimmten 
zur Curve invarianten Regelschaar zweiter Ordnung folgende 
Eigenschaften, zu deren Darlegung wir etwas weiter ausholen 
niüssen ; 
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„Die au einem Tangeiitenpaare a, ß der Ourve gehörige 
Sehne und Axe (s, a) bilden ein zweites Geradenpaar, sowie 
die beiden Geraden, die durch den Punkt a reap. ß der Ciirve 
gellen, in der Ebene a resp. ß der Curve liegen und die Tan- 
gente ß resp. a treffen ein drittes Paar (a, 6). 

Diese drei Geradenpaare «, ß ; s, <j ; a, i sind die drei 
Gegenkanteiipaare eines Tetraeders, dessen Ebenen einmal 
die beiden Ebenen a, ß der Curve, sodann die beiden Ebenen 
duroh die Tangenten «, ß sind, die bezüglich durch die Punkte 
ß, a gehen (desselben Tetraeders, das als Coordinatentetraeder 
(Nr. 30) diente, um die cubische Curve zur Normourve zu 
machen). 

Jedüs der drei Gegenkantenpaare bildet die Direktricen 
einer Congruenz, läie allen linearen Gompiexen eines Büschels 
geraeinsam ist (dessen zwei spezielle Complexe eben die beiden 
Geraden des bezüglichen Paares zu Axen haben). Diese Com- 
plexbüschel bezeichnen wir einfach mit 

(29)[», PI; [.,,]; [a,b]. 

Insbesondere gehört dem Büschel [s, cj (d. i. dem 
Büschel von linearen Coniplexen , die alle mit der Curve 
dieselben zwei zusammenfallenden Tangenten- 
paare (k, ß) gemein haben) der Nullcomplex N der Cuiwe an. 

Dann giebt es im Büschel einen weiteren zum Null- 
complexe in Bezug auf das Paar der speziellen Complexe 
harmonischen Complex W. 

Die Regelscliaar (zweiter Ordnung), die irgend drei line- 
aren Complexen C , C , c gemeinsam ist, sei als Rogelschaar 
(Cj, ö^, c^) bezeichnet. 

(X|) ^Daan gehören sowohl die beiden Regel- 
schaaren 

((«, h, N), («, ß N') demselben Hyperboloid (H), als 
^^^^ ((«, ö, W), («, ß, -S^j (te»se;&m Hyperboloid (If') an- 

Beide Hyperboloide gehören deni Böschel 
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von Flächen z w ci ter Oriü n ii ng sin, deren Diircli- 
sclmittsciii've aus de» (?erad eii paare n (a, 6) (a, ß) 
beste lit, 1111(1 sind harmonisch zum Paar der 
Ebeuenpaare des BlUchela (Satz v.^) nitd tragen 
sich {ruhen aufeinander) gegen sei ti g (Satz x^). 

Die Regeisohaar (cc, ^, N') des Hyperboloides 
(i/)ist (!er Ort der Treff ger adenpaare der Tau- 
ge nteii quadrupel der Involution (cf. i^). 

(31) (),-=■) (),-p) |(X-«)' + « (i-P)'l' 

G6. Dieser Katz berJarf noch verschiedener Ergiiuzuugeii. 

Zuuäehst ist leicht zu zeigen, dass auch die liegelacbaar 
(ffl, b, N') des zweiten Hyperboloid's (fl') der Ort der Treff- 
geradenpaare einer Tangenteoinvohitiori vierter Ordnung 
ist Mild Kwar ilei' Involution; 

(32) (X-«)* + ■/ (X-ß/, 

In der That sind ja in der eanoiiischeu Form (cf. (15') 
(^8)) die Gomplexe a, b, N" dargestellt durcli : 

(33) p^^ = 0, jPgj = 0, 3p„3 +i),2 = 0, 
mithin ist die Daratellungsform (11) einer Geraden der ge- 
meinsamen ßegeischaar dieser drei Gomplexe in der That die 
Form (32) , deren Funktionaldeterminante (X — af(X — ß)' 
identisch mit der der Involution (31) ist, was auch schon da- 
raus erhellt, dass alle Flächen des Büschels {H) {H') (l3) 
mit der Gurve die Punkte und Ebenen a, ß je dreimal ge- 
rechnet, gemein haben. Also hat man als erste Ergänzung 
zum letzten Satze; 

(X,) „Die Regelschaar (a, &, N') des Hyperbo- 
loides (ffj ist der Ort der Treff gera<lenpaare der 
Tangenten quadrupel der Involution 

(32) (X - <i* + Ic' (X - ß)* 
cl, h. aller Quadrupel, die aus zwei 0U einander 



y Google 



harmonischen Paaren der ge wöhiiliclieu Invo- 
lution 

(34) {X - af + i (X - ,3)' 
b o s L e h e n. 

Beide IiivoliLtiouen (31) (32) liaben dieselben 
Doppelelemeiite 

a, K, «. [i, ß, ß." 

60. Nun kann man aber auch umgeltchrt zeigen, dass diese 
beiden Involutionen (31) (32) die einzigen aind, die gerade 
diese D oppelelemente besitzen (während es doch, wie 
eich später ergeben wird, im Allgemeinen fünf Involutionen 
vierter Ordnung mit denselben sechs Doppelelementen giebt). 

Den Beweis führt man , wie folgt. Wir legen wieder das 
canonisciie Argnmentenpaar 0, cc der Normcurve zu Grunde. 
Einer jeden Involution vierter Ordnung mit den Doppel- 
elemenien 0, 0, 0, co , oo, co auf der Normcurve entspräche 
nach dem Satze Nro. 44 eine Fläche zweiter Ordnung , die 
eben diese sechs Punkte und Elbenen mit der Curve gemein 
hätte, so dass die beiden Tangenten 0, oo der Curve ganz auf 
ihr liegen müssten. Soluber Flächen zweiter Ordnung aber, 
die durch die sechs Punkte 0, 0, 0, cc, co, co so gehen, daaa 
sie zugleich die beiden Tangenten ganz enthalten, giebt es ein 
Büschel *) 

(13) m x^ x^ -\- x^x^ =^ 0. 

*) Man sieht dies aiicli Bell i'ittw eise so ein. Die ganze (dreifacii im- 
ondliche) Schaar der Fiäclien diii-eh die aiigegeLenüii seclis Punltte ist 
folgende ; 

odei' etwas iindei's geaehcielien : 

h^^^^ + l-^^x^ + i,{3 x^ ^j, - «J) + V (3 '^^ x^ - 4) = 0. 
Soll nun eine sololie Fläche auch nooli die Tangenten Ü. m ganz 
enthalten, so müaaen die Coefiicienteii vun a^, x^, d. li. (a, v versohwindon, 
ITSB au (13) fühvt, 
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Dies erMlt dann aber auch die Übrigen verlangten Eigen- 
schaften. Greifen wir irgend eine der Flächen (13) heraus, so 
gehört ihre eine Eegelschaar , sagen wir R^ den Coraplexen 
(cf. (15))aii: 

(35) i>^^ =: 0, jf),3 == 

Dagegen die andere, JR,,, den beiden Complexeti (cf. (lö')) 

(36) p^^ = i>3, = 0. 

Soll daher 7?^ der Ort der Treffgerader] paare einer Tan- 
genteninvolution vierter Ordnung sein, so muss diese die Ge- 
stalt haben (wegen der Darstellungsform (11)) 

n gleicher Weise die zu einer B^j (irgend einer Fläche des 
Büschels (13)) gehörige Involution: 

(38) {a^ 1* -+■ «^ X' \L^ -f- a^ n*) -f- k' {^^ A* ■+- ß^ X^ + ß^ H*)- 
Bezeichnen wir für den Augenblick mit p.^, q^^ die Grössen 

und mit m^^, ^i^^ gewisse Zahlenfaktoren, so ist die Fiinktional- 
determinante der ersten Involution (37) von der Form (wie 
man unmittelbar durch Ausrechnung ersieJit): 

(37 ') TP", = X* [A^ )Kj2 p^^ ■+- X* |A^ m^g p^g -+- X^ p.* m^g p^^ 
imd die der zweiten Involution (38) 

(38') W^ = r [i ti(,3 2^3 + X' [i' [v^^ q^^ + X [i' {i^^ q^^. 
Da aicli beide Formen W^, W^ aber nach Voraussetzung 
aufX^ji^ reduciren mUssen, so sind danu die Ilelationen er- 
forderlich : 

(39) p,^ = 0, p^^ = 0, 

(40) ä„^ = 0, §2* — ^■ 

Nun können aber die Gleichungen (39) nur so bestehen, 
dass entweder auch p^^^ ^ oder a^ ^ J^ = 0: und analog 
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lue Gleicliuiigeu (40), Jass entweder auch q^^ = oiler 
a^ = ßj = wird. 

Im ersten Fal], wenn auch noch p^^ resp. q^^ verschwinden, 
hiit die bezügliche Involution unendlieh viele Doppele! erneute, 
hat also mit unBerei- Aufgabe nichts an thun: die andere Be- 
diiigniig liefert iiber die beiden Involutionen (;5I) (32). 
I 1 ) 

) I- 1dl I i dl h Be- 

D&ed llfclh S i HhJB 1 eis 

(13) Iwjttlb dF !bw)l 

(4)3 - = 

e I I (15) d C pl (3'^) ; = 1 = eil 

dem drittel! : 

(42) 3 « y,3 - pj3 = 
an. Für nelishen Wertli von n bilden dio augehüiigen Diivstelhingsffirraen 
(11) eine Involution? 

Nun int nach pg. 69 (n-cnii man tlon Y\er unwesentlichen Propor- 
tional idtteraktor =^ 1 SUtilt) 



(43) 



„ ^^^.^Ve-^ 



aUo 3 « p„3 - p,^. T.. s^ (n -^ 1) ± ^gj {n + 1) = ode' 
(U) ^l {-— - 6i = oder wogen (35), wenn man die 

etellungeform (11) jetzt so sohreitt 

(45) 4a^Xy 4- r,a^/^</ + 4a,Xii' 
(46) 3 4n - {n + \f «, «, - 
Somit kann man setaen 

(47) «, _ I, ., _ , 1, „, _ i' 

WO i variabel, !- aber in boBtiinmtec Weise von n abliängt, Uabti- 
dio Dai-Btollungsfonn ! 

(48) X !J. (X^ + f i X [i + ^:^ |i*) 

nur dann eine rnvolutioii bilden, wunn ?■ = d. li. ft„ = ist. 
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Wie vieSfiich die beiden Involutionen (31) (32) gerechnet 
werden müssen, um die fUnf Lösungen, die dieselbe Frage im 
allgemeinen zulässt, bu ergeben, mag hier unerörtert bleiben. 

Wir können also jetzt auch so sagen: 

(k) „Die beiden einzigen In volution en vierter 
Ordnung, deren F u n It t i o n a 1 d e t e r m i n ii n t e der 
Cubua einer quadratischen Form (X— a) (X— ß) ist, 
erzeugen, als Tangeuten in volutioneu aufgefasst, 
mittelst ihrer Trei'fgeradenpaave, gerade die 
eine Regelschaar (R^ resp, M^^) der beiden Hyper- 
boloide {H) resp. (H') der Sätze (X,) (X^)." 

67. Wir nennen daher, der Unterscheidung halber, die au 
irgend einem Tangentenpaare «, ß einer cubischen Curve ge- 
hörigen Flächen (H) (H') „die Doppelflächen (a, ß) 
(zweiter Ordnung) erster, resp. zweiter Art". 

Dann können wir den Satz t Jetzt so fassen ; 

(gj']sgiebt drei (und nu r dr eij Du pe If 1 äch en 
erster Art, deren eine R e g e U c h a a r dem G o ra- 
plexe o ^ angehört. 

niusa {n -\- i)^ verseil winden d li e'i iit ii = 1 und wir gpliiigon 

so KU unserer Fläche 

üenan In dereelben W eise gelangen nu «tun lie C e aden dei Regel- 
suliaar IL, (lö') einer Involution zugeho en sollen mi Glei-lijnjj 

(49) 3 l i n — n ~~ if a^ a^ = 
die sich auf n^ = led i iien ra iis was nm f i = 1 j,c □! elif d. h. 
wir erhalten die Fläche 

Dia Kegelachaaren B„ lesp Bj dei Hdchen (1& (33) bilden, wie 
man sich leielit überzeugt die Tiaffgeraden v<n awei Quadrupelacl aaren 
der Form 

(50) f + hf^ + k^ /, 
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(s,.),) (< = 1, 2, 3), 


.re.-,, clieW,, 


mein disvüiiii. 



die drei Paare £,-,j. die Wurzeln d er ü ü varian t o © 
der Form a\.'^ 

Da wir andererseits aus Früherem {pg. 102) wissen, dass 
unter den ?.u a^ apolaren Quadrupeln sich nur vier vierfaclie 
Potenzen (X — a^ befinden (wo die «^ die Wurzeln von öj_ siini}, 
und diese sich au aecha Involutionen combiniren, so haben wir 
als Seitenstück zum letzten Satze : 

(Lj) jjEb giebt seehs (und nur sechs) Dupel- 
fliichen zweiter Art, deren cineilegelschaardem 
Coraplexe a^ = angehört. Sind diese die Flächen 
(«j aj 8o sind a^, a^, ct^, ac^^ die vier Wurzeln der 
Form dX'" 

Wir verlasset! damit die Betrachtung der Covarianten einer 
biquadra tischen binären Forin auf der cubischen ßaumeurve 
und wenden uns der allgemeineren Aufgabe zu , die beiden 
Theorien des Norinkegelschnitts und der cubischen Norm- 
curve gegenseitig in einander überzuführen , wie es schon 
pg. 62 in Aussicht gestellt war. 

I- 20. 

Das Verbiaduiigsgebiet awisoheiiNormkegelscliuittuiid eiiLiselier 

Normcurve. 

68. Schon in Nro. 43 war der Satz abgeleitet, dass die 

Gleichling eines Kegelschnitts in der Ebene, in homogenen 

Coordinaten x^, x^, x^ geschrieben (wobei von irgend einem 

Punkt X der Ebene das Tangentenpaar a, ß au den Norrakegel- 

schnitt geht, dessen Argumente durch 

X, x„ 

-^- = « + % --' = aß 

bestimmt sind) zugleich alle Sehnen a, p der cubischen Norm- 
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curve darstellt, die einem ganz bestiramten (ailgemeinen) line- 
aren Complex angehören, und damit auch den Complox selbst; 
und umgekehrt. 

Dadurch- wird es ohne Mühe ermöglicht, eine vollständige 
Abbildung der Ooraplextheorie auf die Kegelschnittstheorie 
durch zuftlhren. 

Da eine solche Durchführung aus dem Rahmen unserer 
Untersuchung zu sehr heraustreten würde, so mag es geniigen, 
auf einige Hauptpunkte aufmerksam au machen. 

69. Wir knüpfen der Einfaehbeit wegen au die letzten 
Erörterungen des letzten Paragraphen an, die sicli auf die 
Eigenschaften des Comp] exbüach eis 

stützten, dessen gemeinsame Congi-uena au Directi-icen die 
Sehne und Äxe (0, oi) der Normcurve besass und dessen In- 
dividuen alle mit der Curve die vier Tangenten 0, 0, cd, co 
gemein hatten. 

Wir suchen die einem Complexe(l) angeböi-igen Sehnen 
(Axen) der Curve d. h. den ihm entsprechenden Kegelschnitt 
der Ebene. 

Aus der Darstelhnigsforra einer Raumgeraden (mittelst 
der sie treffenden Tangenten der Curve) (11) 



(2)l)„X'~2y„X H-(3j)„H 
folgt» (pg. 69): 

s, + Y<'>' 



- p^^) X — 2 p^^X- 



-.0 



0>r, '- 



. + /« 



- 3s, 



Dies hat zunächst zur Folge: 
(4) jp^j jp,g =: = Sg — 6J = s^ — (12 s^ 
= 3 (—45^,8^4-8^83). 

Seien die vier Arg-uraente (Wurzeln vou (2)), aus denen 
sieb die s^ zusammensetzen: a, ß, y, ä, so stellt (2) eine Sehne 
resp. Äxe der Curve dar, wemi « = ß = A^; y ;=: § ^ A^, 
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Wird dann 

X -4- X„ := ^, X X, = ^ 

gesetzt, so gc!it Glciuhniig (4) über in *) : 

(5) a^a^ (a^ a^ — o^ — 0. 

Da die Sehnen in die Axen diivcli Vertausuhmifi^ von 3 p^.^ 
mit p^^ übergehen, so stellt das Kegelschaittpaar (5) die Sehnen 
und Axen der beiden (speeiellen) Complexe 

(6)i,., = 0,p„=0 
dar. Es ist aber leicht, beide Kegelschnitte in der Weise 
zu treonci), dass jeder nur einem der Complexe (6) entspricht 
und umgekehrt; man braucht nur an bemerken, dass die Sehne 
(0, co) nur dem Complexe ^^^ ^ iillein, und ebenso, dass 
dieAxe(0, cc) nnr dem Complexe ji^^ = allein angehört. 

Andrerseits haben wir damals (Nro, 32) festgesetzt, dass 
die Punlite der Ebene (altio die Tangentenpaare des Norm- 
kegelschnitts) den Sehnen der cnbischen Normcnrve entsprech- 
end gesetzt werden sollen. 

Mithin kann das Tangentenpaar a^a^ = 0, da sein Schnitt- 
punkt der Sehne 0, cc entspricht, vermöge seiner Punkte nur 
den Sehnen des Oomplexes ß ;= entsprechen. Daraus folgt 
sofort ; 

«) „Die Punkte des Kegelschnitts „<3^, = 0, a^ = 0" 
entsprechen sowoiil den Sehnen des Complexes 
p^^ = 0, als den Axen des Complexes p^^ = 0; reci- 
prok die Punkte des Kegelschnitts a^o^ — a^ = 
sowohl denÄxen des ersten, als den Seimen des 
zweiten Complexes." 

*) Dio beiden Ke&ei'Jcljiiitie (5) HgOp == untl 0,0^ — oj =5^ 
siiiü dann zugleich 'lie beulen il'ii NuiniLegdhchinlt in zwei Pnnktcii 
(0, 0=) beiTlhrentlcn licgeliclimttn dpnpn niirnilli, ii >.,! Di, feclic era- und 
Na nrnboBcbneben sind 
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70. Wir wissen ferner von früher (pg. 1 19), dass der NuU- 
coraplex 3 i'i ,, — p,2 = (vermöge seiner Seliiien) dem Norm- 
kegelscliultt 4 a^^ c^ — a^ = entspricht, sowie der zu ihm (in 
Bezug auf das Paar (6)) harmonische Complex ^ P^^-^P^s ^ ^ 
dem den Normlcegelachiiitt tragenden Kegelschnitt des Büschels 
o^ a^ — Ä a^ = d. h. dem Kegelschnitt 2 c^, a^ + a^ = 0. 

In der That folgt dies auch sogleich ans den Formeln 
(2). Denn es ergiebt sich 

iiydp^^+p^^ = 0-s^, 3p^^—p^^-0~i=-i2s^s,—3s^s^+sl 
mithin für die zugehörigen Sehnen: 

(8) 2 a^ dg -h aj = 0, (4 a^, o^ — aj)^ =: 

Verstellt man daher unter den p^^ die Liniencoordinatcn 
ehier Sehne (der cubisehen Ciu've) so kann man setzen: 

(9) j 



wo X dadurch zu bestimmen ist, dass 

fS p — p ^ übergeht in 4 c^ a^^ ■ — a^ = und 

\?,p^_^ +i',a = » » '^ "a =^0 + ^1 — *^' 

Dies leistet aber nur tler Werth X ^ ■ — -3, so dass wir 
haben: 

(1 1) p p^^ ~ — 3 Oy a„, 3 p ß^g = a^ o^ — ^l- 

Es hätte dies auch uuraittelbar aus der Gleichung (3ä) 
Nro. 42, in Vergleiehung mit der Gleichung eines allgemeinen 
linearen Complexes (33) gefolgert werden können. 

Daraus ergiebt sich denn sofort wieder, dass irgend ein 
Complex 

(I)3iM^,3+-2'i2 = '^ 
übergeht in: 

(12) a„ u^ (« — 3) — « o^ = 
und (bei Vcrtanschung von 3 p^.^ mit p^^ oder, was dasselbe ht, 
von n mit ■ } der Complex 
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(1)' 3 p^.^ -\- n p^^ =r über in 
(12)' o^ 0^1 — 3 w) — o' — O- 
Diese Ileaiiltate mögen in dem Satze nieflergclcgt werden; 
ß) „Die Punkte des Kegelschnitts H 
(12) a^ Qg (n — 3) ™ n a^ 
des Büschels a^ o^ — h c^ ^ ü rcpräscn t ifRu sow olil 
die Sehnen des Complexes 

(1) 3»ip„3 -J-J^ia == 
des BüscLels^Jjj — ^^' P-,.j = '^i al s di e Axc ii d es Ooin- 
piexe. 

(l)'3?'o3 4-'iPig = 
desselben Büschels und r e c i p r o k d i c P ii ii k t o des 
Kegelschnitts 

(12)' G^ a^ (1 — 3 w) — a^ — 
den Sehnen des ComplexeR (l)'u}id denAxcudos 
andern (1). 

Die einander so Kiigeliörigen ComplexR (1) 
(1)' rcsp. Kegelschnitte (12) (12)' bilden eine (ge- 
wöhnliche) Involution, deren Doppelelemente 
(m = + 1) dieComplexe 

rcsp. die Kegelschnitte sind 

(10) A"3=4a^a^ — o^ = 0, /■= 2 a^ o^ + c^ ^ 

(wo f den Normkegelschni 1 1 N trägt)." 

In der Tbat sind ja die Complexe (7) unseres Büschels die 
einzigen , die bei Verlauschuug von 3 p^^ mit p^^ in sich über- 
gehen. 

71, Der Beweis dieses Satzes möge nach rechnerischer 
Seite hin dnrch die direkte Umformung der Complexgleichung 
(1) in (12) mit Hülfe der Beaiehmigen (3) ergänzt werden. 
Wir erhalten: 
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(13) 3np^^+p^^ = s^ («-H 1) + yeiin— 1) =: oder: 
s^ (n + 1)^ — {n — ])^ {12 s^ s^ — 3 s, s^ + s^) oder: 
4 )t aj — 12 ()i — 1)^ s^i s^ + 3 (m — 1)^ s^ 5^ — 0, 
mitliin duruh Uebergang der s in die (j 

Dies ist aber iiicbts anderes als: 
(15) [c^ o^ (1 — 3 m) — c^] [a^ o^ (« — 3) ~ n a^] = 
d. h. das Produlit der Gleicluingen (12)' (12). In der That 
äßi^ert sich ja (13) bei Vertauschnng von n mit — nicht. 

In welcher Weise aber dann die beiden Faktoren der 
Gleichung (15) den beiden zugehörigen Complexen einzeln ent- 
sprechen, erhellt aus irgend einem speciellen Werth von 
n, z. B.n — (cf. Satz a). 

Für n = 3 erhalten wir den ausgezeichneten Kegelscbnitt 

(16) =; = 

dem also der Complex 

(l')9i'„ +?„ = <' 
entspricht. Dessen Sehnen waren aber gerade die Geraden der 
einen ßegelscbaar der Fläche 

(18) 9x^x^ — ■ Äj Xg = 
die bekanntlich gana durch die cubische Curve hindurchg-eht, 
lu der That stimmt dies überein mit dem Ergebnisse der 
pg. 56, wonach die Punkte einer Geraden (Oj ^ 0) die 
Sehnen einer durch die Curve gehenden Fläche zweiter Ord- 
nung repräsentiren. 

Der zu (19) in Bezug auf da-s Paar (6) harmonische Com- 
plex entspricht dem Kegelschnitt 

(19) 2 a„ a, — a^ := 0. 
Dies ergiebt aber in Verbindung mit dem Kegelschnitt (8) 
(20)2 CT^,c^-i-a^ =0: 
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y) ,;Die beiden Complcxe S:?),,^ + 1',^ — ^ sind 
dadurch ausgezeichnet, diiss sie oinniiil hariiio- 
niscb sind aum Paar (6) 

andererseits ist aber auch das Paar 

harmoniseh au dem andern; 

(22) 3 j5^3 + ij,, = 0, 9p„, - i),3 z= 0; 
und ebenso (dureh Vertausch nn^L;- vom 2\.i "^"^ 
— p^^) : das Paar 

ist harmonisch zum Paare: 

(24) 3 y,, ~ ))„ = 0, 9j,„ + y„ = O.« 
72. Kehren wir jetzt zurück aum Hauptsätze ß, so köimeu 
wir ihn sofort für irgend ein Coniplsxbiischel, dessen gemcln- 
sanie Congruenzdirektricen in Bezug auf den Nnllconiplex der 
cubischen Curve conjugirt sind, d. h. ein solches, dessen Com- 
plexe alle mit der Curve dieselben vier Tangenten 

(20) «; = 

gemein haben, erweitern. Nach pg. 7T liess sich dieses Büsehel 
in die Form bringen ; 

das durch Vertauscbniig von 3 p mit p^^ übergeJit in 
(27)« -;<3j,„-_pJ = 0. 
a^z=0 entsprach demjeiiigenKegelschnitt a^ des Büschels, 
dessen Grundpunkte auf dem Normkegelsehuitte liegen und 
durch (25) dargestellt sind, und der den Noriuk egel- 
schnitt trägt d. h. es ist der Complex des Büschels (26) 
für den die ihm angehörigen Sehnen und Axen der cubischen 
Curve dieselben Argumentenpaare besitaen (d. h. die im Null- 
coraplex einander conjugirt sind). Neunt mau eine solelie 
Sehne und Axe einfach conjugirt, so bat man; 
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5)„DieConiplexe des Büschels (26) bilden in c 
(gewöhnliche) Involution, deren Doppelolemeiite 
gegeben sind durch 

(28) (»^ = 0, y p^^ — p^^ = 0. 
Irgend ein Paar der Involution hat die Eigen- 
schaft, dass die Sehnen (Aseu) des einen Com- 
plexea des Paares eonjugirt sind zu den Axcn 
(Sehnen) des andern. 

Die entsprechenden Kogelsclinitte bilden 
eine Involution, der eil D opp el eleni ente der Norm- 
kegelschnitt und der ihn tragende (un d aus ihm 
das Puii kt quadrupel a^ =: ausschneidende) Kegel- 
schnitt sind. 

Die Punkte irgend eines K e ge Is elmi tts des 
Büschels 

(2Ü) al + Je (4 CT^ a^ — aj) == 
r ü p r ii s e n t i r e n die Sehnen des C ni p 1 e x e s 

(26) a^ + h (3 p^.^ — pj = 
und zugleich dieAxen des andern 

Das Umgekehrte gilt von den Punkten des 
Kegelschnitts 

(29)' al — l (4 (7„ a^ — a^) = 
der mit (29) ein Paar der angegebenen Involution 
bildet." 

73. Ein ausgezeichnetes Paar in der Complexinvohition 
bilden die beiden speeiellen Complexe des Büschels 

(26)o, + S(3i,„-j,„)=0 
deren Axen die beiden Treffgeraden des Tangentenquadrupels 
üx sind, die ja in der Tliat nach pg. 69 durch Vertauschung 
von 3 j5 "lit ^,2 d. h. von -\- Ic mit — /; in einander über- 
gehen. 
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Die beiden zugehörigen Wertlie von h falleu nur zu- 
aammeu, wenn dieinvariante ivon «j_ verschwindet (cf.pg. 117) 
und a := ist dann selbst der specielle Compiex des Büschels. 
In der That ergiebt die Bedingung, dass (26) einen speciellcn 
Compiex vorstellt: 

(30) rty «^ — 4 a^ flg + 3 {al — h^) = oder k = y^. 
Wir können daher Sfttz (§) so vervollständigen : 
5') Der Compiex« =: (der unter a 1 1 e ii C o m- 
p 1 e X e n , die die vier Tangenten «;_ = mit der 
C u r V e g e m e i n h a b e n , dadurch a u s g e z e i c h n e 1 1 s t , 
dass er zu sich selber conjugirt ist) ist in Bezug 
auf das Paar der beiden speciellcn C o ni p 1 e x e 
dieses Büschels 

(31)» ±|/* (3i)„~J)„) = 
zum N u 1 1 c ra p 1 e s der C u r v e harmonisch." 

Genau dieselbe Bedingung (30) sagte aber aus (pg. 99), 
dass die den beiden speciellen Complexen (31) entsprechenden 
Kegelschnitte H^, H^ die waren, (die aus JV^ das Quadrupel a-^ 
ausschneiden und) denen unendlich viele Dreiecke ein- und N^ 
umbeschrieben sind. Daher lai.itet der zu (S') analoge Satz der 
Ebene: 

S') »Ist ein K egelschnit tb Lis chel gegeben 
f -j- 7c 9 = 0, und trägt /"den Kegelschnitt 9, so ist 
das Paar des Büschels H^, H^, denen unendlich 
viele Dreiecke ein- und cp umbeschrioben sind, 
harmonisch zum Paare /) cp." 

74. Dieses Entsprechen der speciellen Complexe und 
der Kegelschnitte H möge noch des Näheren erörtert werden, 
da sie das nothwendigste Vehikel bei der Durchführung der 
Verwandtschaft beider Theorien sein niüsste. 
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Wir wollen zu dem Zweck uingekelirt von den Kegel- 
sclmitten H (bei gegebenem ^^) ausgehen: wir denken uns also 
irgend einen solchen und ein Dreieck j das ihm und N^ umbe- 
achrieben ist, dessen Seiten also durch drei Argumente A^, X^, J.^ 
bestimmt sind. Dann reprüaentiren die drei Eckpunkte dieses 
Dreiecks (X^ X^) (X^ X^) (k^ X^) drei in einer Ebene liegende 
Sehnen der Normcurve, Drei solche Sehnen können aber 
einem allgemeinen linearen Complexe nie angehören (da 
sie ja sonst, weil in einer Ebene befindlich, durch einen Punkt 
gehen müssten), sondern nur, wie bekannt, einem speciellen, 
dessen Axe dann in der Ebene der drei Sehnen liegen muas, 
(Dann gehört aber auch jede Gerade jeder durch die Axe 
gehenden Ebene dem Complexe an, d. h. dann giebt es unend- 
lich viele Dreiecke, die N^ nm- und H einbeschrieben sind.) 
Da nun jeder Kegelschnitt, der durch die Ecken irgend eines 
Nj umschriebenen Dreiecks geht, ein Kegelschnitt H ist, 
so folgt: 

e) „Den speciellen linearen Coniplexcn H im 
Räume entsp reeben bei unserer Abbildung auf 
die Ebene die Kegelschnitte H und umgekehrt, 
und zwar ist das (Argumenten-) Quadrupelifder 
Schnittpunkte von Hmit dem Normkegelschnitt 
identisch mit dem Quadrupel der Tangenten der 
cübischen Normcnrve, die die Axe dce Com- 
plexes treffen." 

75. Zu jedem Kegelschnitt H gehörte aber ein ^con- 
jugirter" Kegelschnitt H', der gleichfalls mit N^ die Punkte H 
gemein hat und mit H harmonisch ist zum Paare N^, f, (wo f 
der Kegelschnitt des Büschels H, H' ist, der N^ trägt). Die 
Gleichungen von H und H' gingen durch Vertauschiing von 
^-^03 ™''i'ia '" einander über. Dadurch geht aber auch der 
Complex H in seinen conjugirten 11' über (dessen Axe aii.r Axe 
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von H coDJugirt ist in Beziig auf den Nullcomplex dor Curve) : 
andrerseits vertauaehen sich dabei die Seimen und Axen dos 
Complexea H, sowie die Axeü und Sehnen von H' d. h. 

s') „Die Punkte des Kegelschnitts H reprä- 
Bcntiren die Sehnen der cubiaolieu Curve, die 
dem C m p 1 e X e H angehören (d.h. s e i n e A x c tref- 
fen), und zugleich die Axen derCurve, die dem 
conjugirten ComplexeH' angehören: entsprechend 
die Ptinkte des z\i H conjugirten Kegelschnitts 
H' die Curvenaxen des Complexes II, sowie die 
Curvensehnen deaCompl^exesH'." 

76, Von den Kegelsehnitten H wissen wir nach Früherem 
noch Folgendes. Die H ein- und N^ umbesehriebenen Drei- 
ecke sind Poldreiecke eines bestimmten Kegelsehnitts F, der 
mit N^ das Tangentenquadrnpel H gemein hat und N^ trägt. 
Ausserdem ruht *) er noch (als Klasaenkegel schnitt aufgefasst) 
auf dem Kegelschnitt H, 

Ebenso verhält sich zum Kegelschnitt H' ein anderer, F', 
gerade so, wie eben F zu H. Es mag dies jetzt noch schivrfer 
dahin betont werden: 

g „In der Schaar derKegclschiiittc, diemit 
einem festen (N^) ein (yans beliebiges) Tangenten- 
quadrupel -ffgemein haben, giebt es ein Paar von 
solchen, die JVg tragen. Sie sei en F, .F'. 

Andrerseits giebt es in dem Büschel von 
Kegelschnitten, diemit demselben festen Kegel- 
schnitt (N^) dasPunktquadrupelif gemein haben, 
ein Paar von solchen, denen unendlich viele Drei- 
ecke ein- undNg umbeschrieben sind. Sie seien 
H, H'. 



*) Es folgt, diss ja auch unmittelbar 
n JP giebt, die il einbesebrieben sind. 



y Google 



Die Kejü'aulio ApularitiU und tlie Nui-iiioiifveii. V3'J 

Dann sind sich M und F, bezüglich 11' und F' 
eiiitleutig dadurch zugeordnet, dass immer der 
erstgenannte Kegelschnitt den zweiten stütst, 
und zugleich immer die d e in e r s t c n e i n b e s c li r i e- 
beneii Dreiecke Poldreiccke des zweiten sind. 

So gehört alaoaif irgend einem Kegels chnitt 
F stets ein und nur ein Kegelschnitt 11 und um- 
gehehrt. Daher mögen auch des Weiteren zwei 
solche Kegelschnitte als „zusam mongebörig" be- 
;ieichnet werden." 

77. Die II reap. IT einbeschriehenen (und N^ um- 
beschriebenen) Heihen von Dreiecken bilden aufN^ zwei zu 
einander conjngirte Involutionen dritter Ordnung (cf. pg. 96), 
die wir noch kurz mit Rucksicht auf unsere Äbbütlnng in'e 
Auge fassen wollen. 

Eben noch zeigte sich, dass die „M-Drciecke" (wie sie 
kurz heissen mögen), aoi'ern sie N^ umschrieben sind, der 
Invohition eorrespondiren , die die Ebenen durch die Axe 
des dem Kegelschnitt H entsprechenden Coniplexes H aus der 
cubisehen Norm cur ve ausschneiden (oder kürzer: „der Ebenen- 
involution der Complexaxen H"). 

Das Analoge gilt füi- Kegelschnitt- und Complex H'. 

Da aber die beiden Complexaxen H, H' in Bezug auf den 
Nullcomplex der cubisehen Curve einander conjugirt sind, so 
ist die „Punktinvohition* (da.sDual istische zur Ebeneninvolution) 
der einen identisch mit der Ebeneninvolution der andern, und 
die „Ebeneuinvolution'' der ersten identisch mit der Pimkt- 
involution der zweiten. Daher können wir dies so ausdrücken: 

f\) „Die beiden durch die H-, r esp. H'~Dreiecke 
aufNbestimmten Tangenteninvolutionen (dritter 
Ordnung) s i ]i d z u g 1 e i c li die beiden E b c n e n i n- 
volutionen der Comp 1 exaxen IT, resp. 11' und die 
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beiden PiuiktinvolutioHen der Complexcixen H' 
resp. H." 

Nim geht von jedem Punkte der ComplexaxeH eineSelmc 
an die cubisclie Curve. Ist das vom Punkte an die Curve 
gehende Ebenentrtpel dargestellt dni-ch a^, so schneidet (cf. 
pg. 59) die Sehne aus der Curve die zu o^ gehörige Co Variante 
A aus. Andrerseits entspricht dieser Sehne ein bestimmter 
Punkt des Kegelschnittes H, und zwar der, von dem das Tan- 
gentenpaar A an den Norrake gel schnitt N^ geht. Umgekehrt 
entspricht jedem Punkt anf H eine Sehne der cubischen Curve, 
die die Complexaxe H in einem bestimmten Punkte a^ trifft. 
Dies ergiebt aber in Verbindinig mit dem letzten Satze : 

%) jDie durch die Involution dritter Ordnung 
der H-Dreiecke (auf N^) bestimmte quadratische 
Schaarder zugehörigen Formen A führt mittelst 
ihrer Tangentenpaarc zu den Punkten des Kegel- 
schnitts H' (und die durch die H'-Dreiecke be- 
stimmte Schaar der I'orraen A' an den Punkten 
vontl)," 

78. Wir werden bald nachher (Nr. 107) den einfachen 
geometrischen Zusammenhang zwischen einer cubischen Form 
und ihi'er quadratischen Covariante, wenn beide auf einem 
Kegelschnitt dargestellt sind, kennen lernen. 

Zunächst fragen wir jetzt nach der Bedeutung des obigen 
Satzes über die „Zusammengehörigkeit" der Kegelschnitte H 
resp. H' mit F resp. F', für den Raum, 

Nach pg. 112 eatspricbt einem Kegelschnitt I'', der N^ 
trägt, ein (in Bezug auf den Nullcomplex der cubischen Curve) 
sich selbst conjugirter linearer Complex F. Schneidet der Kegel- 
schnitt F ans N^ das Quadrupel f aus, -ao ist auch f das Tan- 
gentenquadrupel der cubischen Curve, das dem Complex F an- 
gehört (cf; pg. 111). Das Ng und F gemeinsame Tangenten- 
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quadrupel H ist die Hesse'sche Covariaiite von f ; dasjenige 
Tangentenquadrupel , das der zu i*" gehörige Kegelschnitt H 
mit Nj gemein hat (cf. pg. 108), die Oovariante „2^/" — 3 i H." 

Für den Coiuplex F stellt H die vier Punkte der cubi- 
sehen Ourve diir (cf, pg. 115), deren im Complexe ihnen zu- 
gehörige Ebenen die Ccn've berühren: die Beführungspunkte 
sind die Form „2 / f — 3 i H^. Dem zu H conjiigirten Kegcl- 
schuitt H' gehört der Kegelschnitt F' au, der aus N^ das 
Quadrupel f ausschneiden möge. Dann, ist H auch die HeBse- 
sche Covariante von f, und auch die Invariante i ist beiden 
Formen f, f gemeinsam. Daher hat der Kegelschnitt H' mit 
Njj das Tangenten quadrupel „2 j' f — 3 * ZT" gemein (die 
Form f nebst den sich daran anschliessenden wird weiter 
unten noch näher bestimmt werden). 

Endlich entsprachen (cf. pg. 96) den Poldrciseiien von 
F, die Ng umsehrieben sind, diejenigen .Regeischaaren dreier 
Tangenten der cubischen Curve N^, die dem Complexe F an- 
gehören, und den Polvierseiten von F,_ die N^ umschrieben 
sind, diejenigen Tangenten quadiiipel der cubischen Curve, 
deren Treffgeraden den Complex F bilden. Daher kann man 
den Zusammenhang zwischen den Coinplexon F, F\ H, H' 
dahin formuliren : 

O „Zu irgend einem T a n g e n t e n q u a d r n p e 1 
einer cubischen Uaumcurve S, dessen Treffge- 
raden H, H' seien, gehört stets ein Paar sich 
seihst CO njngirter Complexe j; JF' mil, folgenden 
Eigenschaften. 

Die vier Punkte der Oiirve, deren in den Com- 
plexe n F , F' ihnen augeordnete Ebenen die 
Curve berühren, sind beidemal dieselben und 
zwar die Berührungspunkte der Tangenten //. 

DieEegeischaaren der mitderEbeneninvoIu- 
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tionHresp.H'identisülien Taugen teninvolution (dritter 
Ordhuiig) gehören dem Complexe JP resp. iJ^' an. 

Dadurch gehört au jedem sich selbst conju- 
girtenComplexeF eine bestimmte Gerade Hund 
umgekehrt." 

79. Wir fragen nuiiraehr nach den ebenen Bildern der 
Geraden eines speciellen linearen Complexes H. Diese Frage 
iöat sich durch die andere: 

Welche Beziehung herrscht zwischen Kwei H- Kegel- 
schnitten, H, H^, wenn die Axen der ihnen entsprechenden 
Complexe H, H^ sich treffen sollen ? 

Wenn die Geraden H, H^ sich treffen, so haben sowohl 
ihre beiden Ebenen- als Punktinvohitionen je ein Tripel ge- 
meinsam. 

Demnach giebt es ein N^ nmschriebenes Dreiseit, dnrch 
dessen Ecken H, H^ und ein zweites desgleichen, durch dessen 
Ecken die den letzteren conjuglrten Kegelschnitte R', H' 
gehen. 

Nun giebt es im allgemeinen vier Sehnen der eubischen 
Cnrve, die irgend zwei Eaiimgerade treffen, entsprechend den 
vier Schnittpunkten der beiden H- Kegelschnitte. 

Da sich in imserm Falle die beiden Kaumgeraden treffen, 
so bestehen die vier erwähnten Sehnen ans den drei Sehnen, 
die in der Ebene beider Geraden liegen, nebat der einen, die 
durch ihren gemeinsamen Punkt geht. Dies ergiebi zufolge 
des Satzes (e') : 

X) „Sollen die Axen zweier specieUer Com- 
plexe H, HjSich treffen, so muss eines der vier 
Dreiecke, die man aus den Schnittpunkten der 
entsprechen den Kegelschnitte H, H^ bilden kann, 
dem NormkegelscJinittNg umschrieben sein, und 
s e i d a h c r d ii r c li die c ii b i s e li e F o r m tf^ d ii r g e s t e 1 1 1. 
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Das Gleiche gilt dann von den beiden conju- 
girten Kegels eh nitten 11', H'^. 

Die b e z ü g' li c h e c u b i 9 o li e Form sei r/^. 

Dann sind die Punkte (cf, pg. 59) der Tangenteii- 
paare A, A'(wo diese Formen die quadratischen 
Covarianten von^jx, tj'i sind) die w*erieM Schnitt- 
punkte der Kegelschnitte H' H'j^ resp. H, Hj." 

Daraus folgt dann sofort für die Geraden eines speeiellen 
Complexes 11 : 

X,) „Den Geraden eines speziellen C orapl exes 
H entsprechen alle ll-Kegelschnitte, die durch 
die Ecken irgend eines der dem Com plexeH ent- 
sprechenden Kegelschnitte H ein- lind N^ nmbe- 
sch r i eb en eil Dreiecke hindurchgehen. 

Dem Netz der Kegelscliuitte, die dtircli die 
Ecken irgend eines dieser Dreiecke gelicn, ent- 
spricht das Geradenfeld einer Ebene durch die 
Complexaxe." 

Und da alle diese Dreiecke Poldreiecke des Kegelschnitts 
F sind, so kann man unserm Satze (cf. die Anm. pg. 138) auch 

X ) „Den Geraden eines speeiellen Complexes 
H entsprechen alle H-K egelschnitte, die den zum 
Kegelschnitt H {der dem Complex entspricht) ge- 
hörigen Kegelschnitt ^ iröf/em. 

Die Quadrupel der Schnittpunkte aller dieser 
H - K e g e 1 s c li n 1 1 1 e mit dem K o r m k e g e 1 s c h n i 1 1 
(JV)sind identisch mit den Quadrupeln der Tan- 
genten, die die Geraden des Complexes H 
treffen, 

Speclel! ist die Axc des Complexes selbst 
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eine Gerade deaselben, also trügt der J^^ügel- 
schnitt H gleichfalls F. 

Daher erkennt maiij wie dieser Satz zugleicli eine Ver- 
allgemeinerung des Satzes {Nr. 76 anm.) ist. 

Um die allgemeinere Frage nach den Bildern der Ge- 
raden eines ganz allgemeinen Complexes zu beantworten, 
legen wir zuniichst den algebraischen Inhalt der Sätze „X" 
auseinander. Es wird dies zugleich vorher Gelegenheit geben, 
die wichtigsten hierhergebörigeii Formeln (die sich bis jetzt in 
den Paragraphen 16 bis 20 zerstreut finden) einmal übersicht- 
lich zusammenzustellen nnd dann nacli einigen Dichtungen hin 
zu ergänzen. 

§. 21. 

Fortwetzmig. Uie Apolaritätsformeln für (lineare) Complexe inid 

Kege^chnitte. 

SO. Wir gingen ursprünglich von der binären Form /";ins: 

(1) f = a{= a„ X* -i- 4 ß, AV + 6 a^ X' jl' 

+ 4 ßg X\L^ -f «^ tt*. 

Dann war die Gleicbung des linearen Complexes, dem die 

Congruena der beiden Treffgeraden des Tangen tenquadrup eis 

f (der cubiscbeu Normcurve N^) angehört und der in Bezug 

auf den Nulluomples der Curve eich selbst conjngirt ist: 

(2) «^ = a^ s^ + ßj s^ + a^s^-\- a^ s^ -+- a^s^ = 0. 
Die Sehnen (nnd zugleich die Axen) der Curve, die diesem 
Complexe angeliören, bilden sich auf die Ebene des Norm- 
kegelsehnitts iV^ ab als die Punkte des Kegelschnitts, der N^ 
trägt: 

(3) F'*) "^ a\^ a^ <^l + 2 a^ a^ a,^ ■+- 2 «^ c^ a^ -f-- a^ a^ 
+ ßg (2 a^ (Tg + a^) = 

*) Ea tritt yun Jotit ab die Nothwendigkelt ein, die BeEeiclmungen 
noch seliürfei' zu iiuterscheideii , als es bi^lier iiütliig war. Daau dienen 
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Dann war die Involution (dritter Ordnung-) der X^ nm- 
scLfiebeiien Poldreiseite von /"dargestellt durch: 

Bwei Pi'inzipien (vgl. diizii dio weitci-tii Entwicklungen dieses Ab- 
schnitts): 

a) Da imser Nurmkegelsctinitt unil unaei-e oabiscljo Noi'mcnrve so 
gewühlt sind, dass die Tlieocie des letztem auf die des ersteren duduich 
übertragen wird, dass {et. Nr. 32) einer Sehne (Xj ),^) von JV^ der Punkt 
der Ebene (k^, Ij) (mit den 'l'angenten },^, X^ au N^) entspricht , so wird 
der liegelsohiiitt der Ebene, dessen Punkte den Sehnen eines 
linearen Complexes o entsprechen , gleich falls der Kegel- 
Bohnitt c genannt (oder „der 8e hnaukegel soll ii itt des Com- 
plexefl e"). Der zum Complexe c (in Bezug auf den NiilloomplsK der onbiscbeu 
Curve, was der Kiirze wegen gewölmlieh fehlt) eonjngirte Complex haisst 
der CcmpleK c'; ebenso der entsprechende Kegelschnitt e' der zum Kegel- 
schnitt e oonJHgirte. 

Dann entspricht auch der Kegelschnitt c' mittelst 
seiner Punkte den Äsen (von N^,), die dem OoniplcKc c an- 
gehären (heiaso also; „der Axenbegelsohuitt des Compleses c"). 
Da nun der KegelBohnitt (3) als Axenkegelachnitt der Geraden erscheint, 
deren Strahlencoord inaton p^y. die Coefficienten der Hesss'schen Form JI 
(9) der Form/ (1) sind, ao ist damit seine Beaeiohnnng „F'" gefordert. 
Damit stimmt formal der Umstand überein , dasa die N^ um- 
schriebenen Poldreiaeil« des KegelsehniUa F' iß) diejenige Involution 
dritter Ordnung auf N^ bilden, die der der ersten Polaren von / (I) 
conjugirl ist so dass also auch in dieser Hinsicht der Acoent ein ohai-akte- 
thMkldligll t dtt 

l)DN gd Kf,lhtwd tl 1 bh 

tb llgtfjwllll PKglhttC B hg 
r r) B i D geg d K I h It d D 

d N mboE hb d t hhBlth(ghlhdi 

H K 1 } g t B 1 mfc r if (t)) d H 

!> / (1)) 

D li B 1 ht lldfat Mlh 

1 t d Kl k £ l 1 tt le= (g 1 b ) B h 

V 1 gt w 1 d d d ! g e. 11 m dl 1 d 

r ( 1 i h 1 h t d g wählt A t h 1 l ä 

(,bC d-TlHKglhtt Th d 

10 
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A^ -f- 3 H, XV + '^> % Ä|^'^ -h «3 f.^ 

j = 3^ «^ J.^ + 3 ((^ X^jj. + 3 a^ Xfi^ + a^ (i" 

Änclrei-Beits ist dies ^ie liivolutioii der Tangeotentripel 
iiiif Ng, deren Eegelachaareii dem Complexe a^^ = atige- 
hören. Die samiDtliclieii VerbiiiJiingsebenen der zugeliörigen 
Berti h r un gspn 11 kte tri pel gehen durch die eine TreEFgerade des 
Tangentenqnadriipela (1) {und diese lieisae die dem Complex 
(2) „zugehöz-ige" Gerade) und die sämmtlicheii Öchnitt- 
piinkte der Ebenen tri pel, die sich in genannten Berührniigs- 
punkten der Curve anschmiegen, durchlaufen die andere Treff- 
gerade desselben Quadrupels (1). Oder kürzer: 

Die Involution (1) ist die Ebeneninvokition der zum Com 
plexe (2) zugehörigen Geraden und aitgleidi die l'uiiktiuvolu 
tion der zu jeuer conjugirten Geraden. 

Für die zu (4) conjugirte Involution gilt dann das Um 
gekehrte. Nun waren (cf. Nr. 36) die Axencoordioateu einei 
Geraden, deren Ebeneninvohition durch 

[mj_ = i(j X + 3 M^ X +3 !l^ X + M(^ 
j = j;^ X' -H 3 v,^ X' -h 3 jj, X + «^ 
gegeben ist, die folgenden; 

(G) aq.^ := (**'')ik 
woraus sich die Liniencoordinaten derselben Geraden in be- 
kannter Weise mittelst der Beaielmngen: 

(7) p p.^^ = 2i„, (i, Je, l, m — 0, 1, 2, 3) 
ergeben. 

Somit lauten die Liniencoordinaten der Geraden mit der 
Ebeneninvolution (4): 



(&) 



gewöhnliuhen dimlistiBohen an Wieb tigkeit übortriff i. Im Übrigen 
ist üuroii eine theüweiBe mebvl'acho üezeiohaung gesorgt, ilasB MissvevBlilnii- 
nisse nicht wohl möglic}t sind. 
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(8) PP„ 



Mit Einfuhr 



<^2 — '''ii Pi'ao ^ %% — "i %' 

Pi'12 ^^ <*„ ^^4 — f'i "^a" 
dieser p, wird dann die Hess^e'sche Form 



von f: 



(9) He 



"fix öjri i 

^ -Pol ^' — 2 i>„, aV + >■>' (Si'.g +i)„) — 2 Xji' i)^3 +i)ä5 tiS 

also genau identiscli mit der Daratellungsform einer Geraden, 
wie sie in Nr. 38 entwiclielt wurde. 

^Uie ganze weitere Theorie beruht dann da- 
rauf, dass man nicht mehr die nrsprüiiglifihe 
Form /■{!), sondern ihre Hesse' sehe H (9) zum Aus- 
gangspunkt nimmt." 

81. Sind die homogenen symmetrischen Funktionen der 
Wurzeln von (9) X^, \, X^, X^, bezeichnet mit S,,, s,, S^, S^ S^; 
so ergab sieh (pg. 69) ; (wenn man den unwesentlichen Propor- 
tionalitätsfaktor gleich Eins setzt): 



(10) 



L, 3_p„g 



-Vü, 



wo i die Invariante zweiten Grades von / ist 

Durch Vertauschung von 3 jJ^^^ mit p^^ erliSilt man die Linien- 
coordinaten der zu (8) conjngirtcn Geraden, 
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Dann lautete die Gleichung (cf. Nr. 51) den zu »^ = 
(3) gebörigen Kegelschnitts H (der durch die Ecken der N., 
umschriebenen Poldreiseite von a^ = geht) : 

(12) II = ^j = a^ifj, + o,,a, ?5jj + aj<jg js^^j + c'^ij^, 

Ferner sind die Liniencoordinaten einer Sebne (a, ß) der 
cubisehen Normcurve (wenn die o. die homogenen eymme- 
triaehen Funktionen von a, ß sind) (cf. pg. 74) : 



(13) 



P^ 



woraus durch Vertfiuschung von 3 p^^^ mit j)^^ wieder die Linien- 
eoordinaten tier Axe (a, ß) hervorgehen. 

Daher stellen die Punkte des Kegelschnitts H (12) die 
((Jurven-)Axen des specielien linearen Couiplexes 11 dar (wenn 
die n variable Liniencoordinaten sind) ; 

(14) H^ = 7^„, j)33 -f- rt^j i)„, + 7U^,2 ^»g, H- Jt,3 iJ^^ 

-I- Tljjj Pjg -h Jtj^ j)|j,| z= 

oder auch die Sehnen des zu H conjugirten Coniplexes. 

^Dieser Zusammenhang zwischen den Gleich- 
ungen (14) und (12) bleibt aber auch vollkommen 
bestehen, wenn die p^^ irgend welche Coeffi- 
cienteasind, also Comp lex (14) und Kegelschnitt 
(12) allgemeine werden." 

Die Sehnen des Complcxes (14) sind dann dargestellt 



2') 


< l'.. 


+ ".', 


Pm + °i" 


P..-^<Po,-\-< 




+ 


A(3y. 


- 3-' = 


= O^.R' = ri'l 


Jies 


ist lll 


der z 


1 (12) conj 


igirte Kegelschnitt; 
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iilso die p Linieiicoordinateii , der zu il conjugirto Kegel- 
schnitt H', 

8ä. Die Kegelsclniitte (12) (12') gewinnen eine Über- 
sichtlichere Fornij wenn man den nenen Kegelschnitt U^ := 
einfUhrtj der aus -J^^ das Pnnktciaadrupel fl" ausschneidet und 
Ng trägt, also sich zur Form ^verhält, wie der Kegelschnitt 
F (3) oder «^ =: zur Form a^. Daher ist: 

(15) Hl = 0^0-^23 "1" "(1 °1 i'si "f" °1 ^si'iU "t~ ^2^01 

+ (2 % ", + <) ('^- + ^) = 
und der zu 77 gehörige lineare (sich selbst conjiigirte) Complex: 

Dann schreiben sieh die Kegelschnitte (12) (12') auch in 
der Form : 

k = H' - r; - i (3 p„, -p^.) (4 5„ 0, - <) = 

y;'^ i^ H 3; 77' + i (^ ^^03 "^ P12) (^ ^0 ''s — ''!) = *^- 

Diese Formeln steUen wieder bei beliebigen p^^ ii-gend 

zwei allgemeine, einander conjugirto lineare Complexe dar 

d. h. genauer die Axen (Sehnen) der cubischen Normcurve, 

die ihnen angehören. 

Sind dagegen die ^j Linien coordinaten , so kann man 

nach (11) den Faktor J (^ l'os — Pj ^^^''""^'^ l/^g ersetzen. 
(Cfpg. 68.) 

Der zweite Faktor (io^o^ — a^) stellt, = gesetzt, den 
Normke gel schnitt [N) dar. In den Formeln (17) steckte der 
Satz 5' (pg. 136). 

83. Kehren wir noch einmal zum Kegelschnitt F (S) 



(17) 
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zurück, SO haben wir noch zu bemerken, dass seirie Gleichung 
in Liniencoordinaten (sc. der Ebene) ist: 

(18) ul = uIp^, 4-2"„w,2>oa + 2*'i"äi',3 + «'sJ'ä:i 

Gerade wie dann der Kegelschnitt F (18) amii Kegel- 
schnitt H (12) gehört, so zum conjugirten Kegelschnitt H' der 
weitere F' : 

(18') u'l, EE MyPoi + '^ % 'S-^HB "1" ^ ^^ "2-^13 H~ K^^M 

Wie H und H', so unterscheiden sich auch F; F' nur 
durch Vertauschung von 3 p^^ und p^^. 

Nennen wir die Coet'ficienten in (18) x.^^, die in (12) tj^|^, so 
ergiebt sich durch Vergleichung: 
(19)vj„„ = a^^, ij(„ = — 2ajg, ri^^ — ^ 2oL^^,yj^^=:x^^,ri^^ = a^,^, 

■q^^ = 2 w„ — ■') a„, 
oder umgekehrt: 

(20) <x^^ = ■/!,,, K^i ^ — ■ -g-, «12 — — -^ ; «a^ = ■^00' 

\. = ^u' «11 = Y + 2 v],^. 
Daraus ersehen wir auch, das 9 

(21) »„-4a„ = | = l!-2>i„ 
WO i die zu /■ (l) gehörige Invariante (zweiten Grades) ist. 
Dies hefert nebenbei mit Rücksicht auf die Bedeutung 
der Gleichung 

^n = * %2 
(cf. pg. 85) den Satz : 

a) „Die nothwendige nnd hinreichende Be- 
dingung, d a 9 9 ein Kegelschnitt einen andern 
zugleich trägt und anfihmruht, istdie, dassdas 
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Quadrupel der Sclmittpii iikte beider auf einem 
der selb eu ein aequiaiiliarmoniäches ist. 
(Cf. Nr. 58), 

Dann ist auch dasselbe Qnadi-npel, auf dem 
a u d c r II Kegelschnitt betrachtet, ein a e q u i a ii- 
h a !■ ni n i s c h e 3. 

Endlich ist dann auch das gemeinsame Tan- 
gentenqu adrnpel beider, sowohl auf dem einon, 
als dem andern Kegelschnitt betrachtet, ein 
aequi an harmonisch es." 

Aus Früherem (ef. pg. 80) wissen wir, dass unter dicker 
Bedingung {i ^ 0) der Complex (2) « ^ ein spezieller 
wird und umgekehrt. 

Daraus folgt aber die Ergänzung v.mn letzten Satze : 

a) »Die nothwendige und hinreichoiLde Be- 
dingung, dasB ein Kegelschnitt einen andern zu- 
gleich trägt und auf ihm ruht, ist auch die, dass 
er in Bezug anf den andern zugleich einKegel- 
schnittfuud H ist d. h. dass es unendifch viele 
Poldreiseite des ersten giebt, die dem zweiten 
nmbesch rieben sind, und zugleich unendlich 
viele Dreiseite, die dem ersten ein- und dem 
aweiten nm beschrieben sind. Die beiden Seh aar en 
von Dreiseiten bilden (vermöge ihrer Seiten als 
Tangenten des a w e i t c n K. e g c 1 s c Ii n i c t s) a u f d e m 
letaleren zwei conjugirte Involutionen dritter 
Ordnung." 

Man erkennt dies anch folgenflermassen. 

Irgend ein Kegelschnitt 

bl ^ SS b^^ a, "^ = 
wird dann zu einem H-Kegelschnitte (12), wenn seine Cooffi- 
cieuten die Liniencoordinatenidentitlit erfüllen d. h, wenn 
(ct.pg.99): 
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(22) \^ \^ — 4 h^^ h^^ + &,j (2 h^^ + b_^^) = 0. 
Die linke Seite dieser Gleichung, in den Ooefficienten des 
Kegelschnitts (3) j, (.'schrieben, ist 

(23) a^ a^ — 4 «, a^ + 3 «^ — -^^ 

q. e. ä. 

84. Jetzt nehmen wir die Frage nach den Bildern der 

Geraden eines ganz allgemeinen Coraplexes in Angriff. 

Derselbe sei (bei ganz beliebigen Ooefficienten p^^ gegeben 

durch die Form (14), die mau auch eo schreiben kann; 

(24) = Tt^j p^^ -h n^j, i^o, + % p^^ 4- Tc^g p^^ 

-H (^a + ""J Poi + %3 (-Pia — PJ = ^■ 
Dann sind die ihm angehörigen Owrvenaxen dargestellt 
durch die Form (12): 

(25) C'^ ^ ol i)j3 + a^cT; iJgi H- a^a^ p^^^ H- c^^ p^^ ~\- rs^ p^^ 
+ '^o'^a (P,a — ^'os) = = J)^. 
Mithin sagt die Bedingung (24) bekanntermassen aus, dass 
der Kegelschnitt (25) apolar ist zum folgend'' .i: 

(26) < = «; »„ + 2 ».«, «„ + 2 »,«, «„ + »J r.„ 

+ »; ("i, + "J + 2 »„«, t., = 0. 

Dies ist aber der Kegelschnitt F' (18), nur dass statt der 
festen Liniencoordinaten p^^ dort variable Liniencoordinaten 
Tz^ (aller Geraden des Complexes 0) hier auftreten. 

Durch Vertauschung von 3 tc mit tc^^ geht der Coniplux 
C in den ihm conjiigirteu über oder was dasselbe ist, die Äxen 
des Complexes in seine Sehnen; desgleichen Kegel- 
schnitt (18) in den ihm conjugirten (18') (hi den n^^ ge- 
Bchrieben). Dies liefert aber mit Hülfe des Satzes pg, 148 
den wichtigen Satz r 

ß) „Sind die Axen eines allgemeinen üom- 
plexes C durch den Kegelschnitt C dargestellt, 
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SO entsprechen den Geraden des Complexes die 
H-Kegelsclmitte, deren augehörige JP-Kege!- 
schnitte den Normkegelschnitt N^ trafen und 
zugleich -i\i C ruhen. 

Vertanseht man die Axon des Complexea C 
mit seinen Sehnen (oder, was dasselbe ist, mit 
den Axen des conjiigir teii Complexes C), so 
geht auch der K e g e 1 s c )i u i 1 1 ' in seinen c o n- 
j u g i r 1 6 n C über (wo C d a d u i- c li bestimmt ist, 
dass das Paar 0, C harmonisch liegt zum Paare 

85. Die letate (Klammer-) Bemerkung ist schon früher 
(pg. 135) bewiese», und zwar im Anschluss an die Form f (1). 
Da jetzt die Form ff zu Grunde hegt, so modificiren sich 
die damaligen Entwicklungen in folgender Art. 

Setzt mau den Complex (24) linear aus zwei a-dern 
zusammen, deren einer der Nul'jomple: der cubiächen iS'^orm- 
cnruc sein soll, ro erhält man zunächst : 
(24) Ki^ss+ "ss-^oi + %ä P31 + ^13 -^"30 + ''M-^'tä + ^-nPoa 

- ^ (3 \, - '^J] + ^ [3 ^3 - ^,1 = 
wo s noch vai'iabel '. :. 

Mau bestimmt jetzt s so, dass der erste Ausdruck in 
(24) durch sein Verschwiuden einen sich selbst conjugirten 
Complex darstellt, d. h. einen solchen, der sich diu'ch Ver- 
tauschung von 3 n mit n nicht ändert. Dies findet offenbar 
nur statt, wenn der Coefficient von tc^^, mit drei multiplicirt, 
gleich dem Cocfficienten von 7Z^^ wird. Dies ergiebt 

und unser Complex C geht daher in die Form üher : 
(24')[.t„p„+i.,j)),,,+ irj,p„+ii„l),,+g(3ii„-Ht„)(3i<.,+i'„)] 
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Dann geht uns (24)' der conjngirte Complex C diicUircli 
liervorj dass mau dem zweiten Ausdruck das eiitgegeiigesetute 
Vorzeichen beilegt. 

Dein entsprechend formt sich die Gleichung fiir die 
(Curven-) Axen (2b) unseres Complexes in folgende um : 

(25') (JI = [c'J p_^.^ + a^ Qj?.^^ + Cj a^p,,^ + 1] jo^,-}- ^(ßp^^ -hP.^) 

(<'! + 2 ö„a,)] - [J (3^,^, -pj (4 a^ö.^ ~ o^)] == 0, 
oder kürzer wegen (15): 
(25')(7*=i?^ — ^(3^^^— jj,^),y^=:0,wo.%~4-7,,a^— a^ist. 

üaJier schreibt sich auch die Gleichung des Cojnplcxea 
(24') mit Einführung der BcKcichmiiig 

(28) N^='6 n^3 — n,., 
und mit Berücksichtigung von (15) (16) kün-.cr so: 

(24') G = if — g- (3 p^^ — p^^) N^ = 0. 

Damit ist der Beweis unserer Kiammer-Bemerkung aufs 
Neue geleistet. 

8(5. Daraus erhält man im Besoiidern für die Geraden der 
auBgezeiohueten Complexe H^, N^ sofort Folgendes : 

y) „Den Geraden eines sich seibat conjngirten 
C o m p I e X e s K^ = (der m i t d e r c u b i s c h e n N o r m- 
eurve das Tangenten quadrupel H gemein hat) 
entsprechen die H- Ke ge! sehn itte der Ebene, 
deren zugehörige i^- Kegelschnitte (den Norm- 
kegelsohnittN^ tragen) undaufdeni Kegelschnitt 
Hl — O ruhen, wo der letztere iT^ im Punktqua- 
drupel if trifft undX^ trügt." 

„Ist der sich selbst conjngirte Cumplcx im 
Besondern der N ulleo ni p 1 ex der cubischen Norm- 
cur VC (dem alle Tangenten der Gurve angehören), 
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SO tritt un die Stelle des Kegelschnitts ^ = 
der Norm ke gelschnitt N^ selbst. Dann entsprechen 
also den Geraden des NiiUcomplexes alle die 
H-Kegelschnitte, deren zugehörige F-Kegelschnitte 
(N^ tragen und) aufiV", ruhen/ 

Der letztere Satz ist schon bereits im Satze a^ (pg. 151) 
enthalten, da bekanntlich (cf. Nr. 39) jede Gerade des NiiU- 
complexes von einem aequianharmonischen Tangentenqua- 
drupel getroffen wird (und umgekehrt ein jedes Quadrupel 
dieser Art eine Gerade des Nuücomplexes liefert). 

87. Herrscht endlich zwischen den Coefficienten p^^ die 
Linicncoordinatenidentität, d. h. wird der Complex (24) ein 
specieller, so wird der Kegelschnitt der Ebene, der seine 
(Curven-) Axen darstellt, ein H '-Kegelschnitt. Man hat daher 
in Satz ß) nur für C zu setzen H'. Aber in diesem Falle 
vereinfacht sich der Ausdruck des Satzes bedeutend , wie 
aus dem Satze (X^) des vorigen Paragraphen hervorgeht. Der 
Grund davon liegt in Folgendem. 

Da die p,^ jetzt Liniencoordinaten sind, katni man sie in 
die Gleichung (26) einsetzen, dann stellt 

(29) u\ = 

den festen /'"-Kegelschnitt dar, der üum Kegelschnitt 11' 
(der die Axen des Complexes H darstellt) gehört. 

Setzt man andrerseits in die Gleichung (25) für den 
Kegelschnitt C statt der festen ^3.^ die variabehi n.^^, so ent- 
steht dadurch aus (25): 

(30) kI ~0 

die Gleichung des variabeln H '-Kegelschnitts , der die Axen 
einer Geraden unseres speciellen Complexes H darstellt. 

Nun ändert sich die Bedingung der Apolarität zwischen 
den Kegelschnitten (25) (26) durch Vertauschung der p 
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und Kj^ iiiclit, also trägt auch der variable II'-Kcgel- 
schnitt (30) den festen F'-Kegeisciiiii tt. 

Endlich ändert sich unsere Apo'aritätsbedingnng (24) 
auch nicht durch gleichzeitige Vertauachuiig von 3p^^ mit 
P|j, Sti^^ mit JCj^, wodurch also jetzt auch unser (specieller) 
Complex H unverändert bleibt, während die Kegelschnitte 
(25) (26), und damit auch (29) (30) in ihre resp. eonju- 
girten übergehen. Diea ist aber der Satz X^ (pg. 143). 

S) „Die Bilder der Geraden eines specieUen 
Gomplexes H sind alle die [I-Kegelschnitt e der 
Ebene, die den Buin Kegelschnitt H (der das 
Bild der Complexaxc ist) gehörigen l'"-Kege!- 
Bchnitt tragen." 

§■ 22. 
Ergänzung der bisiierigen Formeln. 

88. Wir haben jetzt noch, im Anschluss an die gewon- 
nene geometrische Griindiage der H- und F-Kegelscbnitte, 
eine Reihe von Fragen zu erledigen, die, bq zu sagen, das 
Apolaritiitsmaterial der Complex- und KegelschDittötheorie ab- 
runden, von denen einige jedoch einer wichtigen rein alge- 
braischen Äuadr ucksweise tahig sind. Gleich die erste der 
Reihe ist von dieser Art. 

Durch das Punktc[uadrupel H auf N^ gingen zwei 11- 
Kegelsohnitte H, H', denen zwei J"- Kegelschnitte I'', F' zii- 
gehörten, die mit N^ das Tangentenquadrupel H gemein 
hatten und auf H resp. H' ruhten. 

Die Involution dritter Ordnung der Tangenten von N^ 
als Seiten der H' einheachriebenen Poldreiseite von F' war 
die der ersten Polaren der Ausgangsform f (1). Diese selbst 
war das Quadi-npel der Schnittpunkte von N^ und F' . 

In gleicher Weise ist dann das Quadrupel der Schnitt- 
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punkte von N,^ und F, es heisse f, die Form, deren erste 
Polaren die zu den Kegelschnitten H und F geliörig6j zur 
ersten conjugirte Involution bilden. 

Wir suchen die Form f, d. h. die Schnittpunkte von 
N^ mit F. 

Nun geht <3er Kegelschnitt F (als Klassenkogelachnitt 
tiufgefasst) ans F' (2ß} liervor, ibidem man iStl^^ mit tz^^ 
vertauscht. 

Ehe wir aber so die Form für F aufsteilen, legen wir 
statt dei- hiquadratischen Form f (1) eine canoniBche Foi-m 
zu Grunde, indem wir, waa immer erlaubt ist, a^ ^ ii^ = 
nehmen. 

Dann wird aus den Gleichungen (8) (26): 

(31) i'ua =i'si = 0, p^^ = %%,p^.^ = «3 «1,^03= ~ ^'^U\^ = %'^i 

(32) F' ~ til a^ a^ -\- u^ (a^ a^ — «*) -f- u^ a^ a^ — 2 «(„ m^^ a^ 
und F geivinnt die Gestalt: 

„ (a. «. — 9 al) „ «„ «, 

(33) F s «; «.»,+»;- "-Ig - — '- + ..; «, »„ + 2 »„ .., ^-'. 

Leitet man daraus in gewöhnlicher Weise die (jleichung 
von F m Punktcoordiuaten ab, so kommt: 

{3i')F={ ^- 1 l^s'*?''i — ^i~q h^a **»**! — ^^o*i ~5~(- 

Mithin schneidet F den Normkegelsclniitt iV"^ in dem 
Quadrupel: 

(35) r ^ 

Da f und /^ in der Beziehung stehen, dass ihre ersten 
Polaren zwei conjugirte Involutionen bilden, so ist f eine 
Govariante von f, also bekanntlich (weil vom vierten Grade 
in X) in der Form 

(36) /■ -»;/■+ yi ff 
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wo X, y Zahlent'aktoren, j', i die bekanaten Invarianten von 
f sind und zwar ftlr die gewählte canoniache Form: 

(37) i =: 6 a^ («y a^ — ß|), i = 2 («^ «^ H- 3 «p. 

Der Ooefficient von X* im Ausdruck a; j f -\- y i H wird dann: 

(38) C = «„ a^ [a^ «^ (6 a; _]_ 4 ^) _ «^ (6 ic — 12 j/)] 

Um für die gesuchte Form f die Falitoren x , y za. 
finden, genügt es, die Goefficicnten von X* gloicli ku setzen, 
dies ergiebt: 

(Sü) a: = — y -^ -p^ und daher 

(40}6f =j/'-ii/. 
In der Tliat überzeugt man sich leicht, dass für die 
beiden InvoUitionen 

u\ + -^ f\ = (X^ K^ + x! + 3 X «, + 0) 

^^^^ (/> x' f ^ E= (X^ «„ a^ _]_ X^ + X (- «„ aj + 0) 
(_[_ X (X= + 3 X%^ + X . + aj 
I4- x' it, — X' (»^ «J + X . + (— a^ öj 
die Bedingung (7) 

erfüllt sind. 

Wir drücken dies in dem Satze ans: 

s) „Stehen zwei biquadratiache binüre Formen 
in der invarianten Beziehung, dass die 1 nvolutionen 
ihrer ersten Polaren conjugirt sind, und ist die 

eine f, äo ist die andere " -^^"^ ' -^" ; wo ij,ll die 

bekannten In- (Co-)varianten von /'s! ud.* 

89. Die geometrisch correspon dir ende Frage ist die nach 
den gemeinsamen Tangenten des Normkegelschnitts N^ und 
des zu F gehörigen Kegelschnitts H, 

Das gemeinsame Tangentenquadrupel von N^ und H' (wo 
W zu H conjugirt ist) \v;u' schon früher (Xr. 56) gefunden; 
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Da sidi nun IC zu f verhält, wie H zu f, so entsteht die 
algebraiscibe Aufgabe, die Covarianle (42) für die Grundform 
f (40) aufzustellen. 

Wir lößen jedouh die Frage geometrisch in demselben 
Sinne, wie die eben behandelte. 

Vertauscht man in (25) 3 p^^.^ mhj)^,^, so ergiebt sich der 

zu H' coiijugirte Kegelschnitt H. Für die canonisehe Form 

von /' (a ^ (i^ ^ 0) bat man demnach : 

3 "o '^j s 9 a^ + a^ a^ 
t45) H=c^o^ 0^4- (jj— ö 1- c3^ «^ n^ — ^''o'^a' Q ' 

mitbin die dualistische Gleichung (in Liniencoordinatün u): 

(44) H ^ .; -^P + »; °p-' - ^(a, ». - 9 alf 

lind das mit N gemeinsame Tangentenquadrupel ; 

(45) *' ~ X' '^^J-Jl + 1 ^»^ al -f 18 ß„ «, al — 21 aj) 

(« d a^) 
_|_ ^* „.L.-^-?^ = x^ j f + yy^ i IL 

Bestimmt man die Zahlenfaktoren X^, y^ wie oben, so 
kommt: 



90. Es empfiehlt sich für das Weitere besonders, das 
Büschel von Kegelschnitten, das JV^ im Punktquadriipei H 
tritft, aus den beiden durch H gehenden H-Kegelsehnitten, und 
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analog- die Schaur von (Klassen-) Kegelschnitten , die mit N^ 
das gemeinsame Tangen tenqnadrupel H beaitzen , aus den 
beiden (zu <5en beiden H-Kegeischnitten) zugehörigen F-Kegel- 
schnitten (linear) zusammenzusetzen. 

Zuvor mag noch für die Darstellung des Kegelschnitts F 
(in Punktcoordinaten) eine einfache Folgerung aus dem Sat>ic 
(e) gezogen werden. 

Je nachdem man den Apolaritiitsuntersuchungen die Form 
f oder H zu Grunde leg-t, wird man die beiden bu H gehörigen 
F-K egelschnitte in Punkt- oder Liniencoordinaten darstellen 
(während man sich fUr die bezüglichen H- Kegelschnitte, ab- 
gesehen von der eben gelösten Frage, auf ihre Darstellung in 
Punktcoordinaten beschränken wird). 

Die beiden F- Kegelschnitte , die am- Form f resp. H g'e- 
hören, sind in Liniencoordinaten durch (25) oder (25') (wo 
durch Vertausehung von 3^ mit p^^ i. e. des Vorzeichens 
von (^iJ^ä — i'jjj) in (25') der eine ans dem andern hervorgeht) 
dargestellt: der Kegelschnitt F' (der eine von beiden) dnrcli 
Gleichung (3) 

al — 0. 

Es erübrigt also nur noch die Punktdarstellung von F. 

Schreibt man die Form if in der Weise: 

(47) EsL\}f + i\1:'+ 6 4, X'+4 J, 1 + S, = , , , 

eo gellt die gesuclite Form für F aus dem Satze (e) sofort 
hervor: 

Ej) „Die Gleiühuug des zum i'^-Kegelscliiiitte 

(3) F' :3 o' = 
conjugirteuKegelsclmitts 

(48) F s s; = 
erliält luao mittelst der Eelationon: 
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(49) pi, = i o, — i ;>, (i = 0, 1, 2, 3, 4) 
Dann sind die Involutionen, die die Seiten 
der (Ng) nmscliriebenen Poldreiseite von F, F' auf 
Nbilden, einander CO njugirt," 

91. Wir nntersuchen jetzt die ausgezeiclmeten Kegel- 
schnitte der Schaar F -i- k F' mit dem gemeinsamen Tan- 
gentenqnadrupel H (auf N^), wo (cf. (IS) (18') ; 



(60) 



p's»;i'„H-2«, > 



-2«i«,Ji„+»iJ>„ 



= "J ^01 + ^ "• "i fm + 2 », «, i>„ H- ul p„ 



- »; Ü»,. + Pub) + 2 «o «! i'tB = " 
Zunächst erhält man sofort : 



(51) 



- ^' " 2 Ö\ 



-)(»;-...«,) 



|f + ,F' = 2 (iij j),j + 2 11, Uj j)„ + 2 11, », ii„ + «J t>„) 

+ * «; (P.. + y) + 2 «. «, (P.. + *3*) = 2 l»- 

Nennt man unsere Kegelschnittscliaar mit den gemein- 
samen Tangenten ff kurz die „Schaar ff" (und dualistisch daa 
Büsche] mit den gemeinsamen Grundpunkten ff das „Büschel 
ff"), 30 kann mao das Resultat (öl) so ausdrücken: 

Q »Legt man der Schaar „ff" die beiden 
jP-Kege!schnitte (ÖO) «u Grunde, so erliält man 
den Kegelschnitt der Schaar, der auf N^ rnlit, 
aus ihnen durch Addition, dagegen den Norm- 
kegelschnitt selber durch Subtraction. 

Mithin liegt das Paar „J^" zu diesem ausge- 
zeichneten Paar harmonisch." 

Umgekehrt ergiebi sich sofort aus (51): (cf. 11) 
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(62) 



fr «+Q,„-':^){..;-«,«,)=<i.+ |/|V;-»,»,) 
\r-^i>~ (y„--^-=) « ^ .,. »,) =0- |/|*'(„;_„.,g. 

92. Wir suchen nunmehr auch clie Schnittpunkte des 
Kegelschnitts O mit JV^, 

Für unsere canonische Form von f ergiebt sich: 

, „ffl„o, — 3al aa, — 3a^ 

also 3> in Punkteoordinaten: 

-f- iCj [a^^ a^al — ^ (a^ a^ — 3 «^)^[ — k %^i {"'<, '^i ■ — ^ "^^ 
und das Pnuktquadrupel, welches O aus N^ ausschneidet: 

(55) «1);^ - 1 X* ö^ «^ («^ «^ — 3 a^) -I- ^g ( 1 8 a^, «^ «^ — a^ a' — 9 a^J 

2 
+ 3^^ fl^öja^fl^ — 3ß^j = a:^y/' + y^iI?. 

Für die Zahl enfakto reu kommt: 

(56J x^ = ji-, )/g = — mithin : 

(57)«» =Ac2if^-iÄ) 

Dies Resultat war auf andere Weise vorauszusehen. Denn 
wir wissen, dass ein Kegelschnitt (3) a^ = 0, der N^ trügt 
und aus N^ das Quadrupel f (1) ausschneidet, mit N^ das 
Tangenten quadrupel fi^ gemein hat. 

Mithin mnss dualistisch ein Kegelschnitt, der auf JV^ 
ruht und mit N^ das Tangenten quadrupel g gemein hat, N^ im 
Quadrupel H{g) treffen , wo B(g) die Hesse'sclie Form von 
g ist. 



yGoosle 



Die Eeye'sohe Apolarität imtl dh Noimciuveu. 163 

Für unsera Kegelschnitt O ist aber die Foroi g identiscli 
mit H (von f), imd dalier die gesuchte Form Oj_ die Hesse'sclie 
Form der Hessc'schen Form von f. Diese ist ater bekaniitlicli 
die Form .(57). 

93. Ehe wir die BeKielmcgcii zwischen den bis jetzt 
gewonnenen bi quadratischen Formen erörtern, stellen wir 
gleich die allgemeine Frage nach den Tangenten reap. 
Punkten, die die Kegelschnitte des Büschels „H" resp. der 
Schaar „Ji" mit dem Noi-mliegclschnitt N^ resp, N^ gemein 

Die Kegelschnitte des Büschels „H" bilden, als Klassen- 
kegeischnitte anfgefasst, eine quadratische Schaar. Aber es 
ist leicht zu sehen, dass die gemeinsamen Tangenten der Kegel- 
schnitte dieser Schaar wieder ein Büschel bilden. Denn da 
sieh unter dem Büschel „//" (oder H' -j- ^ H) der Normkegel- 
schnitt selbbt behidet dei mit sich selber unendlich viele 
Tangenten gcmem hit so muss sich auf der linken Seite der 
Gleichni g tüi die ge'iuchten Twgeuten quadrupel ein in k 
ganzei Imeiiei F kt^r absonlem Denn nur so kann diese 
Gleichung fui einen gewissen Wertli von k identisch vor- 
schwinden. Das Analoge gilt von der Schaar ^H". 

Wir schreiben homogen das Büschel „if" in der Form 
(cf. 50) 

(58) aH' + ;3H — 
d.i. (cf. 25): [a^],~ 

-l-^{V\s+^o°i^';ii+''iV^2o~'~^^"i'^^i"f"^''o''ä^^J'o3— y)!^*^- 
Da aber 
(59) H' - H = (p„ - ^) («; - .4 «. aj, 
so mtiss sich, da sich die in Frage stehenden Tangentenqua- 
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di-upel für H', H selbßt (cf. (42) (46)) als lineare Comljina- 
Honeii von^' /'und * S ergaben, die ganze Schaar derselben in 
der Form darstellen lassen : 

(60) ^±i- (Xif+ r i K) =. [« ß], = 
wo (61) X = ^^ K + j;, ß, r = ?3 « -f 7)g ,3. 
Es sind somit nur noch die Zahlenfaktoren ^^, tj^, ^^, ^^ 
zu bestimmen. 

Zu dem Zweck machen wir wieder von derselben cano- 
nischen Form für /"(!) Gebrauch, wie bei den letzten Fällen. 
Dann geht (58) zufolge der Gleichungen (31) über in: 

(62) a^ft^«^(«+ß)-f.o*a,«,(a + ß)+^ (»„«^ß - 3 a' a) -f 

2 a,a^ ^ |«o % (3 a — ß) + 3 ß^ (« — 3 ß)| ^^ - [a ß]^ 
mithin in Liniencoordinaten : 

(63) [« pj. = «; ^+ f* „. „, (», „, p - 3 «; =.) 

+ jg {36 (« + ?)' a. 0. «l - K », (3 » - P) + 3 «; (« - 3ß)']) 

—2«, », jg (o„ o, p — 3 dj n) |a^ 11^(3 a— p) + 3 oj (a— 3ß)| 

+ »; "~^- a, o. (», o, P — 3 al «) = 0. 

Dann liefert die Combinirung von dieser Gleichung mit 
der des Normkegelschnitts X^: 

(ei) "-'^ ? (X* a, o, (0, o, (i - 3 o? a) + ^' {18 (« + 3 a. a, «; 

+ 9«; (a — 3 J) — »; (,; (3 a - P)| + n' o^ «j (a, c.^ ,5 

— 3 „; «)] = 

und durch Vergleiciumg mit (60) ; 
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(65) X ^ ^f-> Y ~ ^"^/--^ ^ii"-l demnach eudüclK 

\ j g r 16 

(66) [» Hi - "-+-1 i |2 (« + (i) i /■+ (P - 3 ») i Ä) odor: 

= " t "^^ iV I" <^ ^' '■ -" •'' ■' "> ^^'■^^ >' + ' ">i- 

94. Es scliliesse sich üb mittelbar daran an die gaaz 
analoge Behandlung der Schaar ^/J" : 

(67) yF' + SF ~ (cf. 52) 

r (m' ?oi -H ^ i^e ■", i^o. -I- ^ "i "2 i'is + ^l i\i + *'! '/'la "l~ ^'"s) 
H- 2 My W^ i)^j) -h S (m^ i)(^j + 2 M^^ M^ p^^ + 2 «(j M^ i?,3 

-h"ai'.3 + "! (3n. + ^') + 3«,M, ^1 =, ^ [y 3]„. 

Da nach (51) 

(öl) F' ^F~2(p^~ ^|) (i(„ «, - ^) 

80 iiann man , wie verlier , achliessen , daes die Schaai- der ge- 
Kiichten Schnittpunktquadrupel (mit N^) dargestellt ist diirch 

(68) [ySiy-' + hujf+riH) 

wo sich U, V linear und ganz aus 7, S zusammensetzen. 

l\ir die canonisohe Form von f geilt (67) über in : (69) 

[y S). = ii;o,o,(y + S) + »'o,(i,(y + S) + "M». », (Sy H-s) 

2 ... u, 
— 3 »' (T + ä S)j H 1 ' (o, cij S — 3 »■ y) = 

aiso in dnaliatisclier Darstellung : 

(70) [y S]_ = xl y^--^- o, »Jci, o, (3 Y + S) — 3 a', (Y + 3 5)) 

+ ?■ {9 o. o, aj (Y + S)' — (o, fl„ S — 3 (ij Y)'l 

- 2«,i, j-(o,»,S-3a;Y)K«,C3Y + ä) — 3«;(Y + 38)) 
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+ «^ 5^ % «., {% % (3 r + 5) - 3 «; (T H- 3 5)1 = 
was mit der Gleichung dea Norraliegelsclinitts N^ combiiiirt, 
zum Piinktquadrupel führt: 

(71) [rS]x= ^^[x*«o«,K«,(3r+5)-3»^(r+3S)) 

-f 2 X^ (9 ff^ a^ a\ {•( -\- Z) —■ al alh — Q a\ •(] 
+ ß, «^ {«0 «^ (3 r + 5) — 3 a^' (y + 3 5)1] = 0. 
Der Vergleich mit (68) ci-giebt durch Reclmnng: 

und eiKllich damit: 
3 ' 

= '' t - 2 '" '■*' + ä Ü /■ - • '^)l = <'• 

95. Diese beiden Resultate für [a ßj^^, [y S]x mögen ilircn 
besondcrn Ausdruck in dem Satze finden ; 

(ri) „Das Büschel ^H'' Aei- Kegelschnitte (die 
A'' im Pnulitquadrupel Zutreffen) : 
(58) aH' + ßH:=0 
liatmitN^ die Tangenteninyolution 

(6G) [« PI = a(2jf^3iH)-\-p {2 j f + i R), 
andrerseits die Schaar „^^ der Kegelschnitte 
(die mit N^ das Tangenten qii ad rupe! H gemein 
haben) 

(67) Y F' + 5 2'^ =. 
hat mit N.^ die Punk tinvoUit ion 

gemein.'^ 

96. Handelt es sich nur um dieses Öchlussresultat (■»)), so 
hätte man weit einfacher aum Ziele kommen können. 
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Demi da wir, um zimäcliat das Büschel ^//" in der Weise 
zu bebandela, wissen, dass II resp. H' mit N^ die Tangenten 
(cf. (42), (46) 

gemein hat, und ausserdem die Gleichung aller seiner Tan- 
genten quadrupel, weun mau das Büschel in der Form 

H' -f. ;^ H = 

schreibt, linear in Je sein muas (cf. 60), so kann dieaelbe nur 
die Eorm haben : 

(2 i f - 3 i JJ) + n S (2 j7 + i fl) = 
WO |j, zu bestimmen ist. 

Nun kann für Ä = — 1 (cf. (59)) diese Gleichung nur 
zu if =: werden, xmd umgekehrt, denn es giebt keinen 
andern Kegelschnitt, der mit ^^^ die Punkte 7i" und zugleich 
mit N^ die Tangenten H gemein hat, als den Normkegel- 
schnitt selbst. 

Dadurch bestimmt sieh |j, ;= 1 , und wir haben die 
Form (66). 

Genau in derselben Weise kann mau die Schaai- „i/" 
behandeln, Die Kegelschnitte F', F haben mit N^ die Punkte 
(cf. (40)) 

f=0, jf-iff=0 
gemein, und für den Xormke gelschnitt, als Kegelschnitt der 
Schaar, kann die Gleichung der Punktquadrupelschaar nur zu 
S=0 werden, so dass man sogleich zur Form (73) kommt. 

97. Mittelst des Satzes (i]) gehört zu jeder Form 
(?4) 5if+,iff=0 
ein einziger Kegelschnitt der Schaar „H" und ein einziger des 
Büschels „H", sodass diese beiden Reihen dadurch projek- 
tivisch auf einander bezogen sind ; und zwar wird für den 
Kegelschnitt des Büschels „H'< (58) 

. _ ^ - 2 v; ,. 3 ^ + 2^ 
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also seine Grleicliung 

(75) UH' + 3 H) + 2 1] (H — H') = 0. 
Speciell cler Form f entspricht also der folgende : 
(76) H' + 3 K = al p^^ -\- -j^ a^^j^, -f- cr^ c^p^^ -f alp^^ 

+ ''i ^^ ^-- + 2 c, a^i)„3 = 0. 

ÄndrereeitB wird für den bezügliclieii Kcgel^cliiiitt der 
Scliaar„l-I"(67): 

y =: ? + v;, 3 - - yj 
also der Kegelschnitt selbst : 

(77) SJ5"+,(r-J?) = 0. 
Endlich die projektiv! sehe Beziehung- zwischen Büschel 
und Schaar „Ä"" : 

(78) n' + {L H == 0, F' -{'VF=0 
gewinnt nacL leichter Rechnung die Cieatait : 

(79) n, + 1* r:J' _ 1 = 0. 

98. Endlich mag noch der Vollständigkeit wegen auch 
Büschel und Hchaar ^f (in analoger Bezeichnung) der 
gleichen Behandlung vinterworfen werden, wenn auch die be- 
züglichen Formeln bei weiteren Anwendungen in den Hinter- 
grund treten. 

Es genügt hier , dem Büschel den Normkegclschnitt und 
den Kegelschnitt F' zu ürnnde zu legen, da alle übrigen 
Formeln sich leicht, wenn man sie braucht, aus denen des „H"- 
Büschels ergeben. 

Für die „f -Schaar gilt dann das dualistische. 

Wir schreiben also das „/^-Büschel in der Form (cf .pg. 161) 
(ßj = a^ = 0) : 
(80) o"^ ¥ a^ + a^ (/;' a^ — Ic) + o] h' % -{- 2 a^ a^ Q\ + 2 h) 

— h- a\ + h (4 c„ (7^ — al) = h' F' + k N^ =: 
j(lso in Liniencoordinaten : 
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(81) ul k' a^ (¥ a^ — li) + u\ [h''' a^ a^ ~ (M a^-\-2 k'f\ 
4- ul k' a^ (k' a^ — k) ^2 «(, M, (/c' «, — Je) {¥ a^ + 2 h) 
und daher die mit N^ gemeinsamen Tangenten ; 
(82) ft' [X* ß^ (F «^ — /^) -i-X^ (7c'(a„a,— 3(1^) — 6it((J 

-t- a^ (¥ a, - /^] = Ic' j'^ - /^ /} = C 

Analog wird die „f Schaar: (mit dimlistischer Be- 
zeichnung ,3>')* 

(83) ul p' «^ ~|- ii\ (4 p' «^ — p) + t^l p' a^ 

sO 

also in Linien coordinaten : 

(84) 4 p' «, (4 p' «, - p) + Ä^ I«, a, p'^ ~ (p' «, + |)'} 

+ a^ p' ft, (4 p' cf^ — p) — 2 .T„ a:^ (p' «^ -f- ^) (4 p «^ _ p) — 
und ilir Schnitt mit N_^: 

(85) 7t' [X* (4 p' «Q fflg— pßg) 4- X^ {4 p' (ßg «^ — 3 öi^) —6p «gj 

+ (4 p' «2 '** — P '*4^ == '''^' (2 ^ p' — f p) = 0. 

(t]j) n^'® Tangente« resp. Punkte, die das 
Büschel resp. die Schaar ,/': 

(80) Je' F'-\-kN^ = 0, resp. (83), ?' 'I'' + p N^ == 
mit N,^ resp. N,^ gemein haben, sind gegeben durch: 

(82) ^ —hf^o, resp. (83) 2 H p' — /■ p = *)." 

99. Diese sSrnrntlichen Formein über die gemeinsamen 
Punkte resp. Tangenten der Schaaren f, H, resp. der Büschel 



*) Umgekehrt hiitte mau auch mit zu gviiuileleguiig fles Sataes (i]j), 
indem man die Form / mit M vertausoiit und fiiv letzlere die tezilglicheii 
CoTariaaten l>ildet, nnd dann in dai' Weise der Nr. 96 vert^lirt, dia 
Povmeln für Büsolid nnd Sohaar „fi" ableiten können. 
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f, H mit dem Norm kegele clmitto lassen sich ohne Weiteros 
auf die linearen Complexe übertragen. Es mag hier genügen, 
den Satz raitzntheilen , der diese Uebertragung vollständig 
vermittelt. 

"Wir wissen, dass die Punkte irgend eines Kegelschmtts 
der Ebene den (JV^) Sehnen eines Complexes G entsprechen 
(der dadurch vollständig bestimmt ist). Das Schnittpunkt- 
quadrupel (JV^, G) ist identisch mit dem Quadrupel der Tan- 
genten von N , die dem Complexe G angehören. 

Was entspricht den gemeinsamen Tangenten 
(N„ 0). 

Den Schnittpunkten irgend einer Tangente X von N^ 
mit G: (Xa), (Xß) entsprechen die beiden Sehnen von N^, die 
vom Punkte X ausgehen und dem Complex G angehören, 
durch die also die Ebene des Complexes, die durch den 
Punkt X gellt, vollständig bestimmt ist. 

Durch das Zusammenfallen von k, ß ergiebt sieb daher: 

k) „Den vier Tangenten \ (i ■= 1, 2, 3, 4) von 
Ng, die zugleich solche von C sind, entsprechen 
die vier Punkte a. der cubischen Curve, deren 
durch den Complex C ihnen zugeordnete Ebenen 
die Curve berühren." 

Einen speciellen Fall dieses Satzes haben wir schon 
früher (pg. 115) kennen gelernt, wenn nemlich der Kegel- 
schnitt G ein F-ICegelschnitt ist. Schneidet derselbe JV^ im 
Quadrupel /, so hat er mit N^ das Tangenten quadrupel H 
gemein: andererseits war aber die Bedeutung von H für 
die eubische Curve die im letzten Satze allgemein ange- 
gebene. 

100. Wir stellen die wichtigsten, einer eingehenderen 
Untersuchung zur Basis dienenden Kegelschnitte des „H" 
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Büschels und der „üf-ScIiaar hi einer Tabelle ziisamraen, 
zugleich mit ihren Schnittpunkten und Tangenton, die sie 
mit dem Normkegelschnitt gemein haben (cf. Sata Tj) : 
Tabelle (86) «) 



Binäre Form 


„H"-BlHchcl. 


„H"-Sohaiii: 


1 f (1) 


H' + 3 H (76) 


^'l (-) 


1 jf^iH(iO) 


3 H' + H 


l2jf-3iU(42) 


HP"^ 3F--FI 


l2if + iS(46) 


|2if-iJi(57) 




1 IJ (9) 


Daraus erkennt 


nao unmittelbar, das 


man die vier Kegel- 



schonte 

H' + 3H, 3H' + H, F- — 3F,3F'^F, 
abgesehen von den ihnen zugehörigen Formen, auch sehr 
einfach mittelst der andern einfacheren Kegelschnitte ans- 
drückeu (resp. definiren) kann. Dies sprechen die Sätze aus: 

\) ,Es sind tolgonde Kogelsohnittpaar o zu 
einander harmonisch 

IjimBüsoheljH«! 

i;H' + 3H', jr,) und (fl', H) 

(H + 3H',»,) „ (fl^.H') und demnach auch: 

(H' + 3 H, H + 3ll') , ' "(J?i"iV,) 
2)iiiderSchaar ,ff«: 
(3 F' — F, El) iu]d (N,, F') 
(88) ßF' — F',lf) , (Nj, ,F) nnd demnach auch: 



{3F' — F,3F—F') , 



(N„ a;) 



«) Die u 
Formel (79). 
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JOL Die Tabelle (86) zeigt aussertlein unmittelbar , daaa 
die dualistischen Gegenbilder der Kegehthiiittc 

F\ F, H', H 
keine antfern sind, als 

H' + 3 H, li -h 3 H', F' — 3 F, F — 3 F'. 

Dies kann man aber auch leicht direkt, ohne Hilfe der 
zugehörigen binären Formen, nach weisen. 

Denn es war H' der Kegelschnitt, der durch die Ecken 
aller der Ng umachriebenen Dreiseite ging, deren Seiten (auf 
Ng) diejenige Involution dritter Ordnung bildeten, die zu der 
der ersten Polaren der Form f (1) conjugirt war. 

Der zu H' dualistische Kegelschnitt wird demnach um- 
hüllt sein von den Seiten der JV^ einbeschriebenen Dreiecke, 
deren Ecken (aufff^) dieselbe Involution bilden, wie die Seiten 
der H' einbeschriebenen Dreiseitc. 

Dieser Involution gehörten zwei Elemente X^, \, an unter 
der Bedingung (Gleichung des Kegelschnitts H') 

-|- CTy O^ (Pjg — Pgg) =: 0. 

Wir suchen die Verbindungsgeraden der Punkte X^, A^, 
die dieser Kelation genügen. Nun waren (cf.pg. 44) die Coor- 
dinaten einer Geraden (Xj, X^): 



(89) TM^ =: Og, TJ(j = — -^, "CM^ = O^j, 

so dass der gesuchte Kegelschnitt dargestellt ist durcL: 
(90) ul p^^ — a Mg Mj i)^j — 2 it^ M, i>,„ + ttl i)„j 

oder nach (61) (6S) : 

(91) fl:-|(3 J>„ - y„) (... .,,-..;) :i_a:-2 |/|' X,= 0. 
Nun war nach (50): 
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(50) 5^ = :^-+^ 
2 ]/-N, ^F' —F, mithin 



Genau in derselben Weise gelangt man vom Kegelschnitt 
F' (50) zu dem dualistischen H' -f- 3 H (76), und durch Ver- 
tauschung von 3 p^ mit p^^ (oder -(- "j/i mit — l/i) vom 
Kegelschnitt J" au H + 3 H'. 

Dies möge durch den Satz hervorgehoben werden (mit 
Hülfe einer leichten Abkürzung): 

[i) „Sind H', H die beiden Kegelschnitte, denen 
die Dreiseite zweier conjugirter Involutionen 
dritter Ordnung (auf einem Kegelschnitte N^) 
einheschrieben sinA, und i^', F die beiden andern, 
für die diese Dreiseite resp, Poldreiseite sind, so 
sind dualistisch F' — 3 F, F — 3 F' die beiden 
Kegelschnitte, denen die Dreieche derselbenln- 
volutionen (auf demselben Kegelschnitt N^ um- 
öescÄrieSensJnd, und H' + 3 H, H +3 H' die beiden 
andern, für die diese Dreiecke resp. Poldrei- 
e cke sind." 



Fortsetzung und Sohluss, Die Sehnen und Axeii der cubischeii 
Raumcurve. 
102. Wir wollen am Schluss den bisher durchlaufenen 
Weg der Abbildung von Raum auf Ebene in der Weise kurz 
umkehren, dass wir zeigen, wie man von der allgemeinen 
Lehre der Raurageraden (der H-Kegelschnitte in der Ebene) 
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wieder zu dem ursprünglichen Fundament der Abbildung 
(Nr, 23 ff.) Burtickkehrt. Bei dieser Gelegenheit wird denn ancli 
die Erklärung, wie sieh die Covavianten einer cubischen Form 
zu dieser auf dem (Norm) Kegelschnitt verhalten, nachgeholt 
werden. 

Die einem H-K egelschnitt ein- und N^ imischriebenen 
Dreiseite repräsentiren die Ebenen Involution der entsprech- 
enden Geraden H auf N^_ Daran sehüesse sich hier beiläufig 
folgende Beti'achtung. 

Umgekehrt entsprechen dann den sämmtlichcn Kegel- 
schnitten, die einem festen, N^ umschriebenen Dreiseit (X^, X^, X^) 
umachriebon sind, die sämmtlicben Geraden der Ebene, die aus 
iVj die Punkte X^, \, X^ ausschneidet. Lässt man beide Ebenen 
zusammenfallen, so hat man das bemerke nswerthe Hesultat: 

a) „Man kann bekanntlich die Punkte einer 
Ebene bei festem Fuudamentaldreieck noch auf 
zweifach unendlich viele Weisen durch eine qua- 
dratische, ein-eindeutige, involutorischc Ver- 
wandtschaft aufeinander benjehen (indem man 
z. B. einen ganz beliebigen Punkt der Ebene sich 
selbst entsprechen läast). 

Denkt man sich durch die Ecken des Fun- 
damentaldreiecks eine sonst beliebige Raum- 
curve dritter Ordnung gelegt, so entsprechen 
jenen zweifach unendlich vielen Transformationen 
in der Ebene die zweifach unendlich vielen Ab- 
bildungen der cubiscben Curve auf die Kegel- 
schnitte, die man dem Fundamentaldreieck ein- 
beseJireiben kann." 

Wir sind schon früher (Nr, 33) rem geometrisch zur Be- 
trachtung dieser quadratischen Transformation geführt , und 
wiederholen hier nm' die dortige Bemerkung, eine nähere Be- 
traclitnng derselben möge verschoben bleiben, bis sich in der 
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Theorie der bi quadratischen Involution die Gelegenheit findet, 
sie an der ihr zukommenden Stelle an unterauchen. 

103. Wir fragen jetzt zunächst nach der Bedingung, unter 
der ein H-Kegel schnitt in zwei Gerade zerfällt. Die Gleicliung 
von H' war; 

mithin seine Determinante : 



(2)i-= 



ft» y»— Pos 






?.,. -2-'— 2— 




iW 


-2" "'" T 


oder4A'= 


PiC' 


2 '2' ^'' 




Pii~-Po 

2 


äest sich aber 4 A' auch in folgende. Fol 


\i\. P.^ P..\ 







^Pw 



'^oE' Pw Pj 
wo der zweite Theil verschwindet. 

Durch Ter taiischung von 3 p^^ mit jj^^ würde sich daraus 
die Detoi-nainante A des Kegelschnitts H ergeben. 

Nun war aber (3) die linke Seite der Gleichung {cf. Nr. 37 
pg. 66) für die Geraden j>,^, die in einer Ebene der Norm- 
curve liegen, also A =: die Gleichnng der Geraden p , 
die die Normcurve treffen. Dies liefert: 



ß) „Zerfällt ein Kegelschnitt H in ein Linien- 
paar, so trifft die Gerade H die cubische Norm- 
curve und umgekehrt; zerfällt dagegen der zn H 
conjugirte Kegelschnitt II', so liegt die Gerade H 
in einer Ebene der eu bischen Curve (u. n.)." 

104. Weiter ist aber leicht au sehen, dass die eine Gerade 
eines Linienpaares H nothwendig Tangente von N^ sein muss, 
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nnd nmgekelirt eine Tangente von N^ mit jeder Geraden der 
Ebene einen H-Kegelschnitt repräsentirt. 

In der That, der Kegelschnitt H zerfalle in die Geraden 
M, V, so daaa; 

(4) H = v)'^ = {m^ o^ -+- u^ a^ -I- «3 aj {v^ q^ + „^ c^ + ,;^ a^) 
30 geht die Bedingung für die Coefficienten ti^^ (d. i, die Be- 
dingung, dass der Keg-elschnitt 15^ ein H -Kegelschnitt ist 
(cf. pg. 99)) 

(^) \a %i -^ ^ Voi ^la + 'in t^ \i -^ ^u) = '^ 
über in 

(6) (Mjj u^ — Mj) (v^ v^ — - -y^} 1= 0. q. e. d., 
also lautet die »gänzung von (^): 

ßj) „Die Geraden, die die eubisehe Curve 
treffen, entsprechen den Linienpaaren 11 der 
Ebene, d. i. denLinicn paaren, deren eineGerade 
N^ berührt." 

In der Tbat folgt ja Satz (ßj aus (ß), wenn man nur be- 
rücksichtigt, dass wenn eine Raum gerade die eubisehe Curve 
trifft, von den vier die Gerade treffenden Tangenten der Curve 
zwei coineidiren . 

Man kann aber auch beide Satze (ß) (ß^) geometrisch un- 
mittelbar einsehen, vermöge der Fundamentalbedeutung eines 
H-Kegelschnitts. 

Denn einem Linienpaar kann ein Dreieck nur so einbe- 
sclirieben sein, dass entweder eine Seite des Dreiecks mit eiuer 
der beiden Geraden des Paares coincidirt, oder zwei Seiten 
des Dreiecks mit den beiden Geraden. Der aweite Fall ist 
offenbar nur ein Specialfall des ersten. 

Soll nun das Dreieck, wie für einen H-Kegelschnitt er- 
forderlich, ausserdem dem Normkegelschnitt N^ umschriebeu 
sein, so folgen daraus die beiden gesuchten Sätze. 
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105. Sei nun die Tangente von N^ „x^', «niS die wei- 
tere Gerade, die mit ihr den H-Kegelschuitt bildet, («, ß}, 
so zerfällt die zngehorige H-Involiitioii (dritter Ordnung) in 
den festen Faktor (X— t) und eine gewöhnliche mit den Doppel- 
elementen a, ß. 

In der That haben ja die Ebenen durch die Raumgerade 
H mit der Gurve N^ einen festen Punkt (t) gemein. Der Ge- 
raden (a, ß) in der Ebene entsprechen die Geraden der Fläche 
zweiter Ordnung, die durch N^ nnd die Gerade H geht, und 
zwar der Schaar, der H nicht angehört. Die beiden Tangenten- 
ebenen durch H an diese Fläche sind auch solche au die 
Ciirve, und zwar berühren sie in den Punkten x, ß. 

Die zur obigen eonjugirte Involution (d. i. die Punkt- 
iiivoliitiou der Geraden H) enthält den Ciibus eines linearen 
Faktors Q.—x). 

Unter den Dreiecken, die dem conjugirten Kegelschnitt 
H' (entsprechend der conjugirten Geraden H', die in der 
Ebene t von N^ liegt) einbeschrieben sind {und N^ umbe- 
schrieben) befindet sich demnach specieil die dreifach zählende 
Tangente t, 

106, Soll nun die Raunigerado H die Curve Nj noch ein- 
mal treffen, d. h. Sehne sein, so müssen a, ß coincidiren (in t'), 
und der bezügliche H- Kegelschnitt besteht dann aus dem 
Tangentenpaar x, i' (von Nj, und umgekehrt muss jedes Tan- 
gentenpaar von Ng einer Sehne von N^ entsprechen. 

y) „Dies ist aber die ursprüngliche Abbild ung 
von Raum aufEbene, nacli der einem Punkte der 
Fbene (vermöge seines an N^ gehenden Tangenten- 
paares) eine Sehne der cubischen Gurve ent- 
sprach u. u." 

Die näheren Beziehungen der in diesem Falle vorhandenen 
Kegelschnitte H' H, F', F zu den bezüglichen Complexen 

W. Fr. Meyer, AT,<,.aritiCt. 32 
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sind schon früher besprochen *) , so da^ hier nur einige 
Ergänzungen Platz finden mögen, die sich im Wesentlichen 
auf die den Axen der cubischen Curve entsprechenden 
H-Kegel schnitte beziehen. 

Die einer Ase (tt') augehörige Ebeneninvohition enthält 
die beiden Guben {}. — xf und (X — x')", setzt sich also aus ihnen 
linear zusammen. Dann gehört bekanntlich jede cnbische Form 
cp, deren Hesse'ache Covarlante A die Wurzeln Tj x' besitzt, 
der Involution an, oder, wenn ip irgend ein Tripel der Invo- 
lution, 90 ist sie dargestellt durch 

(7) ^ + tQ 
WO 1^ die cubischc Covariante von 9 ist: 

S) „Den Axen der oubischeu Curvo N^ ent- 
sprechen alle die H-Kogelschnitte, deren i^uge- 
hörige (N^ umschriebene) Dreiseite eine Invo- 
lution (7) besitzen* oder auch: ^don Axen entsprechen 
alle nicht verfallenden, N^ an zwei Stellen be- 
rührenden H-Kegelschnitte," 

107. Wie construirt man daher von dem gegebenen 
Punktepaar (x, x') = A aus die Involution (7) oder, was das- 
selbe ist, zu einer cubischen Formtp ihre Covarianten A und Q? 

Dies ergieht sich sofort mit Hülfe der Fundamental- 
eigenschaft des (Norm-) Kegelschnitts, dass die Punkte (Strahlen) 
einer Geraden (Punktes) (a, ß) eine Involution mit den Doppel- 
elementen X, ß bildeü. 

Denn benutzt man die bekamt I el on Q und A 

au /, dass jode der Wurzeln von Q n t 1 I Wurzeln cp 
ein harmonisches Quadrupel bildet , nd liss d e Wurzeln von 
A die Doppeiel erneute einer Involution d de je eine Wurzel 
von cp mit einer zugehörigen von Q z n gehören, so 

hat mans«) (cf. Sturm, Grelle 86, pg. 121 ff) 

*) Insbeeondere vergleiche man die Taliolle (SG) (der Nr, lÜO) mit 
den Besaltalen der Nummern 63, 64. 



y Google 



Die EeyeVljc ApolaHlüt und il!e Nonne lUven. 179 

e) „Stellt man die cubiaohe Form 9 durch drei 
Tangenten X^, X^, XvonN^dar, so treffen die Ver- 
bindungslinien der Ecken dieses Dreiseits mit 
den Berührungspunkten der resp. Gegenseiten 
iV^ im Piinkttripel ^ und diese drei Ver bindungs- 
geraden treffen sieb im Punkte A. 

Ebenso gilt die dualistiscbe ConstructioE," 

108. Für A war das Resultat schon in der Nr, 34 implicite 
enthalten. Denn drücken wir das dort erhaltene Ergebniss 
dualistisch aus, so heisst es: „In einer Ebene A^, X^j A^ liegt 
eine Axe der Curve N^, deren Ebenen a, ß durch die Co- 
variante Ä der cubisehen Form gegeben sind, deren Wurzeln 
Aj, A^, Xg sind," 

Diese Axe ist nun offenbar die (einzige eigentliche) Doppel- 
tangente der Cui-v6 vierter Ordnung mit drei Spitzen in 
Xj, X^, Xg, die den Schnitt unserer Ebene mit der Tangenten- 
fläche der Curve Ng bildet. 

Dieser Doppeltangente und Axe entspricht nun nach der 
angegebenen Nummer (cf. auch Satz a) der Kegelschnitt der 
Ebene, der durch die Ecken des Dreiecks X^ X^ X^ (das Nj um- 
schrieben ist} geht und den N"ormkegelschnitt zweimal berührt, 
q, 0, i. 

109. Mit den weiteren Ausnahmefällen der H- Kegel- 
schnitte wollen wir uns nicht aufhalten, sie sind ohne Mühe an- 
gebbar; es M'ird vielmehr hohe Zeit, dass wir uns unserem 
Hauptabschnitt, der Theorie der Involutionen vierter Ord- 
nung, zuwenden, zu der wir alsobald gelangen, sobald wir 
statt der (H-)Kegelschnitte durch die Ecken eines N^ um- 
Bchriebenen Dreiseits diejenigen durch die Ecken eines ganz 
beliebigen Dreiecks snbstituiren. 

Daraus wird sieb dann ergeben, dass die projektivischen 
Theorien der rationalen ebenen Curve vierter Ordnung, ferner 
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der allgemeinen ebenen Curve dritter Ordnung (sofern man 
sie als Jacobi'Bche Curve eitiea Kegelschnittnetzes auiFasst), 
sowie der allgemeinen quadratischen involutoriscten Transfo) 
raation in der Ebene, endlich auch die Theorie zweier cub- 
ischer Curven im Eaume, um unwichtigere hier nicht zi 
wähnen, mit der angekündigten Theorie der biquadratischen 
Involution in gewissem Sinne identisch sind , woraus denn eine 
groaae Zahl , theils schon bekannter , meistens aber neuer 
Eigenschaften der in Rede stehenden Gebilde fliessen wird; 
namentlich in dem Sinne der (erweiterten) ternären und 
dann auch der quaternären Apolaritätstheorie. 

Ehe wir aber dieses Gebiet in Angriff nehmen, möge 
noch die Theorie einer bi quadratischen Form, die uns bisher 
beschäftigte, in der Weise abgerundet werden, dasa auch die 
Danätellung auf der biquadratischen Normcurve, soweit 
es nöthig ist, um den Zusammenhang mit dem Bisherigen 
deutlich hervortreten zu lassen, berücksichtigt werden soll. 



§■ 24. 
Darstellimg der binären blciuadi'atiseheii Form auf der biqua- 
dratisclieii Normcurve. 
110. Aus dem Hauptsatze des §. 18 geht einmal hervor, 
dass die Form 

(1) x^ X* — Äj X' + x^ ?.' — x^X + x^ = 
einen Punkt im Räume von vier Dimensionen, mit den 
Co ordinalen a;. darstellt, bezogen auf die zugehörige Norm- 
curve : 

(2) X^: iX^: 6X^:4 X': 1 = x^: aj^ : x^: x^\ x^ 
sodann aber auch, ilass jedes Punktquadrupel {s^ der Curve, 
dessen Verbindungsraura *) (m^ ^ 0) durcli den Punkt X^ (1) 
geht, der Bedingung: 



*) d. ; 



!■ Raum, a<ir 



r Punkte des Quadrupels euthült. 
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(^) ^ü ^4 — -4- ^'ä + -^ ^2 ~ f ^4 + '^4 S„ = 

genügt {wie auch umgekehrt, dass durch (3) Bämmtliche 
Punkt quadrupel der Curve von der angegebenen Art darge- 
stellt sind). 

In der That zeigen ja die damaligen Entwicklungen 
(cf. besonders die Äumerkung pg. 49), dass ttie Coordinaten m, 
eines Raumes u^ := 0, der aus der Curve ein Punktquadrupel 
s. ausschneidet, mittelst der Gleichungen bestimmt sind : 

SO dass die Gleichung (3) mit der Gleichung des Punktes 
x^ „u^ ^ 0" {wo aber jetzt die a^j fest und die m. variabel zu 
denken sind) identisch wird, 

111. Der bequemeren Änschauungs- und Ausdrucks weise 
halber möge statt der Betrachtung der Torrn {1) auf der 
Curve {2) die derselben Form auf der vom Punkte (1) 
in einen beliebigen Raum t' = ,,pr ojicirten" 
Curve (2) au Grunde gelegt werden. 

Diese^^) „Projektion" geht einfach (ganz analog einer 
solchen im gewöhnlichen Räume von einem Punkte auf eine 
Ebene) so vor sich, dass alle durch den Punkt (1) gehenden 
Räume it = (die als epecielle Schnittgebilde alle Strahlen 
vom Punkte (1) an die Curve (2) d. b. ihren „Projektions- 
kegel" enthalten) mit einem festen, beliebig (doch sOj dass er 
Kum Punkte und zur Curve keine specielle Lage einnimmt) 
gewählten Räume.« z=: geschnitten werden, wodurch die 
Räume « ^ in die Ebenen des Raumes v = und die 
Strahlen des „Projektionskegels" in die Punkte einer 
rationalenRaumcurve vierter Ordnung übergehen, 
füi- die also irgend vier Punkte dann (und nur dann) auf einer 
Ebene liegen, wenn sie (d. h. ihre Argumente) der Bedingung 
(3) genügen. 
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Da jedes Quadrupel (3) zur Form (1) apolar ist, so folgt 
hieraus sofort, dasa auf ein ganz beliebiges Coordiuaten- 
eyatem im Raum w = bezogen, unsere Curve dargestellt ist 
durch daa System ; 

(5) oj/j = 9. (X) =::a^^X^ ~\- . . . a.^ (ß = 0, 1, 2, 3) 
wo die cpj der einen Bedingung zu genügen iiaben, irgend vier 
(linear unabhängige) zu (1) apolare Formen vierten Grades zu 
sein d. h. umgekehrt, wo die Form (1) die zur Gruppe der cp 
eonjugirte Form ist. 

(Dann sind nach Früherem die Coefficienten x^ in (1) die 
vierreihigen Determinanten des Coefficienten Systems der cp 
die sich also bei einer Collineation des Raumes v^t= nur um 
einen Faktor ändern.) 

„Umgekehrt stellen die binär-invarianten 
Eigenschaften der Form (1) (die zusammenfallen 
mit den combinant-invarianten Eigenschaften 
der 9j) diejenigen quatemär-invarianten Eigen- 
schaften unserer Baum curve (5) dar, die identisch 
sind mit denjenigen quinär-invarianten Eigen- 
schaften der Normcurve (2), die sich bei ihrer Pro- 
jection vom Punkte (1) aus (in einen beliebigen 
Eaumw ^0)nichtändern.'' 

112. Wir schreiben wieder, um die Gleichförmigkeit 
mit den vorigen Paragraphen dieses Abschnitts -mx wahren, 
statt (1), (3): 
(6) «3^ = a^ X" + 4 ß^ X* + 6 CTg X^ + 4 »^ X' -^ a^X^ = 

(7) a ^ o s^ 4- «j s^ r|- «^ Sg + fflg Sg + ts^ s^ = 

Aus der Erzeugung der Form (6) aus (7) erkennt man 
zunächst sofort^^*: 

a) „Die Form 0^=0 stellt (in diesem Para- 
graphen) die vier Punkte der Curve (5) dar, in 
denen eine Ebene vier consccutive Punkte mit der 
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Cui-ve gemein hat (oder kürzer ihre i 
latioEspuiilcte") und umgekehrt hätte man den 
Titel dieses Paragraphen diirch diese Definition 
der Form a. ersetzen können." 

Da a. nur dann zu sicli selbst apola-r ist, wenn ihre In- 
variante i verschwindet, so haben wir^^i . 

jDie vier Undulationspunkte der Curve (5) 



liegen iJann und nur danr 
die Invariante i ihrer Fo 



er Ebene, we 
erschwindet. * 



Im allgemeinen ist durch drei Punkte der Curve 
{X^, X^, X^) der vierte (XJ eindeutig bestimmt, der mit ihnen 
auf einer Ebene liegt. Liegen aber die drei ersten in einer 
Geraden (die also dann eine dreifache Sehne der Curve ist), 
so wird der vierte (XJ unbestimmt d. h. die Argumentontripel 
(Oj) der dreifachen Sehnen sind gegeben durch : 

1. + «, 0, = 



lÄ^ = a^ a^ + Oj a^ + ö, o, 

\^2 ^ *1 ''o "^ '^3 ''l ^~ "'.i ^2 ~i~ '^4 "'s ■ 



:0 



das heisst (cf. Nr. 50) : 

ß) „Die aur Involution der ersten Polaren 
von a. conjugirte Involution (8) stellt die drei- 
fachen Sehnen der Curve dar," 

Wir geben diesem Satze noch eine andere Form, indem 
wir ausdrücken, wann eine Sehne (X , X^^) der Curve diese noch 
einmal trifft. 

Dann haben wir aus den Gleichungen (8) oder anders 
geschrieben : 

lA^ = {a^ T^ + «, '^1 -H % t^) + X^ (öj X^ -(- Mj, TTj -I- ftg Tg) 

1^2 = ('^i "^0 + "s "^1 + '^a '^') + ^3 (''a ''^o +■ «3 tj 4- «^ Tg) 
f- A^^ + X^ A^^ = 

1^ Ai+^s^.. = 
X zu elim'miren und erhalten den Satz (cf. ^fr. 51) ; 
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ß ) ^Die öehne X^, \^ (tJ trifft die Curve noch 
einmal unter der Bedingung: 

(10) H^ = . " " = 0, 

113. Excui-s. Diese dreifachen Sehnen bilden bekanntlich 
(cf. Nr, 13) die eine Regelschaar einer Fläche zweiter Ordnung, 
der einzigen, die durch die Curve geht. Projicirt man nun, 
ganz wie oben , unsere Curve von irgend einem Baumpunkte 
a,us auf eine Ebene, so erhält man in dieser eine rationale Curve 
vierter Ordnung, für die vier Punkte in einer Geraden liegen, 
wenn sie zwei Bedingungen: 

(11) ff^ = 0, 6^ = 
genügen. Soli aber der Projektionapunlit auf einer dreifachen 
Sehne Hegen, so erhält die ebene Curve einen dreifachen 
Punkt. 

Andrerseits wird aber für diesen ein vierter Punkt (X ) in 
den Gleichungen (11) unbestimmt d. h. es finden die Eela- 
tioiien statt: 

( ftjj CTjj + tt| CTj + fflg cjg 4- (ig a =: 
«j 0|j -f- «^ <3j -+- »g <T + « o := 

l.\ a^ -f- i^ c, + [>^ a^ + 5^ Cg = 
und dies geschieht unter der Bedingung: 

"o «, «3 ölg' 

k ^, ^. öJ 

Dies ist also die Bedingung des dreifachen Punktes der 
ebenen (der dreifachen Sehne der Raum-)Curve. In der That 
lassen sich (cf. Salmon, Höhere Algebra art. 220), wenn B = 0^ 
die beiden Formen 
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(14) Oj, Sj 
als lineare Combinationen derselben drei vierten Potenzen 
darstellen, woraus unter Bildung von a , h die Existenz des 
dreifachen Punktes sofort ersichtlich ist, (Dann sind auch 
ff., h. als Polaren einer Form fünften Grades darstellbar, 
worauf später noch zu rück gekommen wird.) 

Sehreibt man S mit Hülfe des Grassmann' sehen Satzes 
{§. 1) in den Coefiieieoten der zu a,, ö, conjiigirten 
Gruppe, so kommt man thatsächlich auf die Form 
der Nr, 13 zurück, die nur in der dort angegebenen Weise 
zu ändern ist, um zui- Gleichung der Fläche zweiter Ordnung 
in Punktcoordinaten zu gelangen. 

114. Kehren wir zurück zu Gleichung (10), so wird die 
Sehne J.|, X^, die noch einmal trifft, zur Tangeute, wenn 
X| ^ A^ ^ X wird, wodurch H,^ in die Hesse'sche Form H von 
a, übergeht, 

Setat man andrerseits in (9) X^ ^ 1^ = }. und ehmitiirt 
dann X, so gelangt man zu den Restpunkten X^ =: p dieser Tan- 
genten. Diese Elimination lieferte (cf. Nr. 57) die Covariante; 

(9) P = Sjf-~'2iH=0 
und man hat somit : 

y) „Unter den dreifachen Sehnen unserer 
Curve(Ö) giebtes vier Tangenten X (mit denliest- 
punkten p); dann sind die X die Wurzeln der 
Hesse'schen Form Hvon a, unddie p die \'\'urzeln 
der Covariante (9) P." 

115. Soll die Invariante j von a. verschwinden (cf. 
Nr. 55) so giebt es ein Werthepaar 3j, S^ (i.) das die Gleich- 
ungen : 

A^^ = a^z^-\- ffg x^ -f «3 Tg = 
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befriedigt; also mit jedem Werthepaar X^, X^ zusaniraen ein auf 
einer Ebene liegendes PunJitqnadrupel der Curve bildet und 
somit einen eigentlichen Doppelpunkt der Curve darstellt. 
Dann würde H das Quadrat einer quadratischen Form {deren 
Wurzeln eben 3^, S^ sind). In der That werden ja die drei- 
fachen Sehneu dann die Kanten des Kegels zweiter Ordnung, 
der die Curve vom Doppelpunkte aus projicirt und es ist evi- 
dent, daas die Tangenten (qf. y), die die Curve noch einmal 
treffen, keine anderen sein können, als die Tangenten des 
Doppelpunktes selbst. Somit gilt der Sata^^" -. 

5a ^Wenn j = (undnurdann), besitKt die 
Curve (5) einen eigentlichen Doppclpunkt Sj, S^. 
Dann wird sowohl 5" als P gleich A^ wo S^, S^die 
Wurzeln der quadratischen Form A sind, und 
zwar stellt genauer ifdie Tangenten des Doppel- 
punktes, Pdie inihnen liegenden beiden Punkte 
dar.* 

Man kann die Argumente 0, ca als die des Doppelpunktes 
wühlen, was vermöge der linearen Transformation 

geschieht und zugleich Je ao berftiramen, dass a-^ die einfache 
Form annimmt ; 

(12) «i =X'—1. 
Dann wird 

(13) «^ -^X^X.^\X^—i = 0. 
Im allgemeinen dagegen wird 

(14) ax = {X—\)'' ä^ + (5^—5,)'' d^ 

(15) ffl^ EL 4- (SJ d^-\''if (3J d^ = id 

wo 

(16) 4, (X) . Q.~\) (X~l,) p.-X.) (1-),.). 



y Google 



Die Eeye'eolie Äpolavität und die Norraoucren. 



187 



116, Rücken die Argumente S^, S^ zusammen, so wird der 
Doppelpunkt zur Spitze. Wir wollen die Invanantenbcdiugung 
dafür in verschiedener Form aufstellen. 

Sei vorläufig noch S^, 5^, so kann man zunäcbst aus je 
zwei der drei Gleichungen (10) die aus 5^, S^ gebildeten Funk- 
tionen T. berechnen. 

Führen wir drei unbestimmte Faktoren p , p , p^ ein, so 
erhalten wir zuvörderst: 



(17) 






- Pi ^1 



ö a a a 

1 \ = i I ~ Pa ^1 = 

a a ; I a a 



mithin awisclien den p die Relationen : 

Pn ^1 Pn \ 

(18)P, = -^',P, = -^-' 

also umgekehrt aus (17) (18): 

il «^ a^ ! I '^i '^s i "^1 ^2 I 

' "o "l I ^2 "^l '■ % "'l ' Po ''^l '^ä \ %'^2 P 

Die Bedingung für das Coincidiren der Werthe S^, S^ 
(20) ir^T^ — xl = 
lautet daher nach (19) 

\ a, a„\ I ( 



(21) 4 






Andrerseits werden dann aus den Gleichungen (19), wenn 
S das Argument der Spitze bezeichnet, die folgenden ; 
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(22) I 



«j fflg 




a a 




'-?,> 




% % 


"b ""i. 


**! "2 


= Po S*, 








-2p^3V " ' =*P«S' 



woraus sofort folgt, daas die Ilesse'sche Form von a-/^ über- 
geht in 

(23) ff=p. (X-5)'. 
Dies liefert zunächst: 

5^)„l3t i = Ouiidj;' = (und nur dann), so be- 
sitzt die Curve (5) eine Spitze, die vierfach ge- 
rechnet die Hesse'ache Form von a^ bildet, so 
daas ihr Argument aus irgend zwei der Grleioh- 
nngen (22) berechnet werden kann." 

Wenn aber i und_?' verschwinden, so hat bekanntlich «j^ 
einen drei fachen Faktor - 

(24) Ol = (X-6)' (X-.) 

(Denn da dann auch die Discriminante von a\ verschwin- 
det, so ist es erlaubt, eine canonisuhe Form für a^ einzuführen, 
in der a^ = a^ ^ 0. Dann aber muss wegen ^ = auch a 
verschwinden,) 

yimmt mau S einmal ^=0, das anderemal =<», so gelangt 
man zu zwei Norraalformcn von i\, denen folgende beiden 
Normalformen der zugehörigen Form a^ entsprechen: 

^^°^ II h^ s^ + 1^3^ = 
Aus I geht wieder die allgemeine Form für die Spitze S 
hervor ; 

(26) K^ {\ — S) i\^ — S) (Xg — S) {X^ — §) 
+ K^ [{\ — S) (k^—5) (X —§) + (?. —2) Q.—S){X~5) 
+ (X ~§) (X~5) (X -S) + (A -S) (A -5) (A ~S)] = 
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' ' 



(26-) If, + K, [j-_ j + ,-_ , + j-_-5 ^ j-_ 

Diese Gleichungen werden iioeh mehr vereinfacht, wenn 
man der einen noch übrig bleibenden Undulationsebene das 
Argument co resp. beilegt. Dann gehen dieaelben über in: 

Dies drücken wir in einem besonderen Satze so aus: 
SJ „Rücken drei der vier Undulaüonsebenen 
der Curve (5) zusammen j so wird ihrgemeinaamer 
Punkt zur Spitze (und umg.); hatdieaedasArgu- 
ment S, so g eht die Bedingung, dass vier Gurven- 
punkte in einer Ebene liegen, in die Form über: 

(27) li j-^g = coüst. 

wo die rechts stehende Constante verschwindet, 
wenn man (was immer erlaubt ist) der vierten 
Undulationsebene das Argument oo beilegt. 

Legt man ausserdem zugleich (was gleich- 
falls erlaubt ist) der Spitze das Argument bei, 
so geht (27) über in 

(28) s^ = 
oder bei Vertauschung der Argumente 0, oo in 
(28') s^ = 0." 

117, Nun geliogt es aber auch ohne Mühe, diesen Satz 
unmittelbar und c ontinuirücb aus der Gleichung (15) 
a^ := 0, die für den Fall eines Doppelpunktes S^, 5^ galt, ab- 
zuleiten, indem man S^ sich S^ immer mehr nähern lässt. 

Schreiben wir sie etwas anders: 
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(15) :(SJ-i).li(S^) = 
odor aiicli, wenn 

(16) §3 — S, = A gesetzt wird 
in folgender Form; 

ao bemerken wir, dass sich D zugleich mit kleiner werdendem 

A der Eina nähert und in diese übergeht, falls A verschwindet, 

d. h. die linke Seite wird dann der Differentialquotiont von <\i (S^) 

mich S^: 

(?Jj(S,) 
(29) -j-g-- — oder kürzer ^' (S^) z= 0, 

oder auch nach Division mit 4" (SJ 

'•'*^' rcsD"' ' ^\ ~ 

was sofort zu GJeichiuig (26") führt, von der man dann wieder 
zu (37) gelangt. 

118. Excurs. Clebsch*'! schlägt ein ähnliches Verfahren ein 
für die rationalen ebenen Curven, nur dass er seine Betracht- 
ungen an die Abel'schen Integrale der ratioualen Curve anlehnt, 
was wie man aus Obigem erkennt, durchaus unnöthig ist. 

Es mag bei dieser Gelegenheit der Zusammenhang beider 
Betrachtungen kurz erörtert werden. 

Der Einfachheit wegen beschränken wir uns gleichfalls 
auf die ebenen rationalen Cnrven (obgleich dieselbe Be- 
trachtung für j c d e rationale Curve gilt). Sei eine solche ge- 
geben durch : 

(31) px. =: (f.iX) == a.^ X" -[- . . a.^ 
so kann mau stets die lineare Transformation ausgeführt 
denken, durch die irgend einer der Doppelpunkte die Argu- 
mente 0, cc erhält. Dann müssen aber nothwendig die Be- 
ziehungen herrschen 
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(32) T«.^ = a.^ 
was zur Folge hat, dass eine der SchDittpuiiktgleicliungen, 
wenn sie nach g. 2 abgeleitet werden, in die Form übergeht: 
(33) X^ X^ Ag . . . A^ = T. 
Daraus folgt, wenn man sieh die angewandte hneare 
Transformation wieder rückwärts ausgeführt denkt , dass sich 
das ganze System der Schnittpunktgleichungen ersetzen läast 
durch das andere : 

(X— a,) (!-«.),.. (X—a.)*) 

WO (34) aus so viel Gleichungen besteht, als Doppelpunkte 
«., ßj, vorhanden sind. (Die Constanten Tj sind dann leicht 
nach Clebsch mittelst der Cui-ven (n — 3)*^'' Ordnung, die durch 
alle Doppelpunkte, immer einen ausgenommen, hindurchgehen, 
in ihrer Abhängigkeit von den a, ß. darzustellen.) 

Lässt man nun den Doppelpunkt zur Spitze werden , d. h. 
rücken a^, ß^ zusammen in r, so geht nach unserm obigen Ver- 
fahren (34) über in die andere 

(35) & ^-A_ — conat, = 

oder speciell (36) s^ ^ resp. s^_^ =: 0. 
In der That ist ja die Verbindungslinie der Punkte mit 
den homogenen Coordinaten ß.y, ff^^, die Tangente des Punktes 
CO : diese wird aber unbestimmt (und nur dann) wenn der 
Punkt CO eine Spitze wird, andererseits aber, wenn die beiden 
angegebenen Punkte identisch werden. Dann aber erhält man 
nach §. 2 als eine der Gleichungen (34) : 

) Ä d t t d b nn prioci angebbar. Denn da jede 

der S 5 ttp nkt !e h n e I nea und symmefrisoli ist und fcrnei-, wenn 
a, p en D pp Ip kt n d fl chnngen für \ = ;<;, X^ = ß, 
(r, = 1 ) deiit 1 tiillt erden muas, so kann sie nuv die 

Form (34) besitaan. 
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s^_, ^ const. 
Daa Entsprechende gilt für das Argument 0. 
Wir gelangen nun zur Cleb seil 'sehen Methode, wenn wir; 
(37) lg {l-oL^ = |x<'>, lg (X_^,) = •,% lg T, ^ A^ 
setzen. Dann erhalten wir im allgemeinen durch Logai-ith- 
mirung von (34) 

Uli' u« itf=» 

' ' " ■ ' ^A. (mod. 2 m) 



(38) 


^ + 


,10 + ■ ■ v» 


= 


A, + 2 


»iti oder 


oder- 


ivonn u. 


ach 












(39) Ig^^ 




= C)' 


= !:»' 


ge.eti 


!t wird, 











(38') 2 i;« = Aj. 
Dies ist die ei-ste (Integral-) Form von Clebsch (für den 
Doppelpunkt «^ ß^). Schreiben wir jetzt (38) etwas anders : 
(40) S [il« = A. S vül 

k ' t "^ 

und lassen nunmehr a^ und ßj sich nähern, so nähert sich A 
der Grenze und wir haben für ct. :=: ß. 
(41)Sti^)=0. 

Dies ist die zweite (Integral-) Form von Clebsch (für die 
Spitze iXj). Durch Differentiation gelangt mau wieder zu 
den Formen (34) (35) zurück. 

In der That denkt man sich, wie häufig geschieht, die 
rationalen Curven continuirlich aus solchen vom Geachlechte 1 
(den elliptischen Curven) entstanden, so werden durch diesen 
Process die auf die Doppelpunkte der elliptischen Curve be- 
züglichen elliptischen Integrale dritter Gattung zu Logarithmen 
d. h. man gelangt von den Gleichungeu des Äbel'schen Theo- 
rems, nach denen die Summe von n Werthen eines solchen 
Integrales, bezogen auf die n Schnittpunkte der Curve mit 
einer Geraden, einer Constanten (abgesehen von Perioden) 
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gleich ist, contjnuirlich zu Gleiclmng (38') und dadurcli zu (34). 
Man kann also sagen: 

„Durch die Substitution (37) „?,— a. = el'"' gehen 
die Gleichungen des Schnittpuukttheorema der 
rationalen ebenen Curven über in die des Abel- 
schen Theorems für dieselben." 

Für Raum- (und höhere) rationale Curven treten Doppel- 
punkte im Allgemeinen nicht mehr auf, so dasa dann auch 
die Form (38) resp. (34) nicht mehr möglich ist, dafui- werden 
wir aber, wie sich später zeigen wird, in vollständiger Analogie 
mit der Ebene, die vierfachen Sehnen (und entsprechend in 
höheren Räumen die sechsfachen Ebenen etc. der Curven) ein- 
fuhren. Ist eine solche vierfache Sehne einer Kaum cur ve durch 
die Argumente 

^1 ^ä h ^i 
bestimmt, so lauten stets zwei der Schnittpunktgleichungen 
der Curve: 

j^^ ^(p^) _(_ d^ ij,(§^) _1_ d^ 4,(5^) _|_ d^ 4,(S^) = 

^^^^ \d\ 4^(5^) + (?;cI*(S^) + d\<!^iS.^)-\-(l\ (1>(§^) = 

119. Von der Covariante wurde pg. 117 gezeigt, dass 
ihre drei Wurzelpaare s^, ij^ (i =; 1, 2, 3) die Eigenschaft 
haben, dass sowohl e^ ij^ als e. yf^ ein zu a. apolares Quadnjpei 
bilden d. h. die Gleichung a ■= befriedigen (und dass 
umgekehrt dies die drei einzigen Werthepaare *) der Art sind). 
Dies giebt den Satz: 

e) „Die Covariante 8 stellt die drei (eigent- 
lichen) Sehne» der Curve dar, die augleichAxen 
(Linien zweier Osculationsebenen) derselben 



*) Mit getrennten Elenieuteu, dann ud eigen fliehe Werthepaare t 
Art (mit zusammenfallenden Elementen) sind ja diireli X ).. gebildet, ■ 



e WurKel T 



y Google 



194 Die Eeye'sohe Apolarität und die NorrocurveH, 

120. Eudlicli fällt ein Berührungspunkt der Tangenten 
(cf. y), die noch einmal treffen , mit seinem ßestpunkt zu- 
sammen , wenn die Tangente zur dreipunktigen wird uud um- 
gekehrt. Dann hat man in den Gleichungen 

(9) ^, = 0, ^^ =: 
Xj ^ X^ ^ Xj = X zu setzen und X zu eliminiren. 

Da aber Ä^, A^ durch Gleichsetzung der drei Argumente 
^1' ^a' \ ^^ "^^"^ ersten DitFerentialquotienten von a, werden 
und deren Eesultante gleich der Discriminante D von a. ist, 
so hat man : 

Q pEine in drei consecutiven Punkten tref- 
fende Tangente der Curve ist (und nur dann) 
unter der Bedingung 2) = vorhanden, dann ist 
sie die Axe von zwei consecutiv gewordenen Undu- 
lationsebenen der Curve: das Argument dieser Tang- 
ente ist zugleich eine gemeinsame Wurzel vonifundP." 

121. Mit Hülfe dieser Satze ist es ohne Mühe möglich, 
alle weiteren invariantiven Bildungen (resp. Bedingungen) 
auf der Curve (5) zu studiren, was uns hier indess von der 
Ausführung unseres Hauptplanes, die Apolarität (vor Allem 
die ternäre und quaternäre) in der Theorie einer (und 
mehrerer) biquadratischen binären Form nachzuweisen, zu 
weit abführen würde. 

Nachdem die Apolaritätstheorie einer solchen Form im 
Wesentlichen durchgeführt ist, erübrigt noch die schon be- 
deutend schwierigere zweier solcher Formen d. h. die Theorie 
der Involutionen vierter Ordnung, die ja nach dem Hauptsatze 
des ersten Capitels mit der Theorie der Gruppen von drei 
solchen Formen identisch ist. 

Diese Theorie der bi quadratischen Involution führt dann 
wieder unmittelbar zur Theorie einer und mehrerer Formen 
sechsten Grades, da beide auf's innigste verwachsen sind. 

Im Uehrigen sehe man den Schluss des vorigen Para- 
graphen nach. 
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Abschnitt III. 

Die binäre Form sechsten Grades und die biqua- 

dratiscte Involution und ihre Äpolaiitätsverhältnisse 

auf den Normcurven zweiter , dritter und vierter 

Ordnung. 

§.25. 
Die Darstellung auf der cubisclieii Normcurve. 

122. Dieser Abachaitt beginne mit einer einleitenden 
Bemerkung , die sich auf die Darstellung im Weiteren 



I^ach den systematischen Entwicklungen nemlich, wie sie 
bis jetzt vorliegen, und die besonders im zweiten Capitel 
(Abschnitt I und II) einzelne Wiederholungen, sowie Wieder- 
gaben von Bekanntem nicht vermeiden liessen, dürfte eine 
thunliche Gedrängtheit von nun ab geboten sein , um so 
wenigstens einen Theil des reichen Stoffes in dieser Arbeit 
bewältigen zu können. 

Um den Gang der weitem Theorie (mehrerer) hiquadi-a- 
tischer Formen später nicht zu oft zu unterbrechen, möge 
zunächst die Htllfstheorie der binären Form sechsten Grades, 
soweit sie sich an die Betrachtung dieser auf der cubischen 
Normcurve (und weiterhin auf dem Nonnkegelschnitt *)) an- 
lehnt und filr die Abrundung dec erstgenannten Theorie er- 
forderlich ist, vorausgehen. 

123. Nach ßeye*^) trägt (stützt, ist apolar zu) eine 
Fläche zweiter Ordnung F^ : 

(1) a^ = S S a^^ x^x^ = (i, k, l, m = 0, 1, 2, 3) 



*) Die darauf besüglioha Betrachtung fällt mit der zur Normoui 
Yierter Ordnung gehörigen, wie sich zeigen wird, im Wesentlichen > 
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eine audere Flüche zweiter Klasse 3>^- (und umgekehrt ruht 
(stützt sich) dann die letztere auf der ersteren) : 

(2) «^ = S S M.^ a.a^ = 
unter der Apolaritätsbedingung (das Verschwiodens der biline- 
aren Invariante beider) : 

(3) (a<xf = S 2 a.^ a.^ = 0. 

D inn gielit es mt^h Hease*^' ein (und damit unendlich viele) 
Poltetiicdei der eisten (zweiten), die der zweiten (ersten) um- 
(ein-) beschrieben smd 

Wir suchen jetzt die Bedingungen, unter denen eine F^ (1) 
alle eiiiei cubMchen Kiura- (Norm-)Curve umbescbriebenen 
Flächen zweiter Klasse O^ oder, wie wir kürzer sagen, die 
Curve stützt*). 

Die ganze der Normearve 

(4) piC^ = 1, paTj = 3X, px^ = 3X^,px:^ ■=: }." (N^) oder 

(5) OT„ = X^, OTj=: — X^aw^ = l, CTMg = — 1 (Nj) 
nmsciiriebene Klassenschaarsehaar von O^ war gegeben durch 
(V. pg. 49) 

i^) Vo (% % - «*!) + v. (% «,, - «, %) + ^. («1 % - "D = 0- 
Soll demnach die F^ (1) die Curve N^ (5) d. h. die 
Flächen der Schaarsohaar (6) stützen, so sind dazu die drei 
Bedingungen nothwendig und hinreichend: 

(7) a^^ = a^|, «^j = «jg, (t^g = dgg. 
„Diese Bedingungen (7) sind vollkommen aus- 
gedrückt, wenn man die Coefficienten von (1) der 
Bezeichnung unterwirft: 

**) Im, dualiatifiolian Falle nennt dann Eeye (CiBlle'a Journal Bd. 8S) 
die Curve die cubieebe Polcurve der Fläche. Danach mÜBste man, 
wenn, wie oben, die Fläche F die Curve stfltät, genau sagen; die Curve 
ist die oubiaclie P ol ar enour vo te Fiäehe. Den Grimd dieser Be- 
zeichnung wird man bald erkennen, 
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(8) «,^ = «,^^(^ + ^ = 0,1,.. 6)." 
Dann geht die F^ (1) in die Gestalt über : 

(9) a^ = x^ (a^ x^ + «, ^i + % ^a + '^j ^^ + *i i'^^ ^o 
+ ''u ^1 + "'3 ^s ~\~ '*4 ^s} "^~ ''^s t^s ^ö ■!" "^g ^1 "l~ '*4 ^3 

-j- tSj x^ -|- a:^ (a^ a:^ ■^~ "4 ^i ~l~ ''r *'a "1" '•u ^3) ^^ '^■ 
Da aber die canonische Form der cubischen Curven 
(cf. pg. 49) so gewählt ist, dass die homogenen Ooordinaten x^ 
eines Raumpwuktes gerade zusammenfallen mit den homo- 
genen symmetrischen Funktionen a^ dreier Elemente \l (der 
Parameter der durch den Punkt gehenden Ebenen der Gurve), 
so entsteht (9) aus der einfacheren Form : 

(10) a = »^ s^ 4- »^ Sj + «2 5g + »g Sg -{- a^ s^ + »^ .9^ 

+ »g s^ = 0, 
wemi man von den sechs Elemonton X X . . . A^, aus denen 
die s gebildet sind, immer zwei einander gleich setat: 

(11) \ — \ = ii.^i X3 = X^ = [i^; \-\~X^ = \}.^. 
Soll dies auch äusserlich hervortreten, so schreiben wir in 
(9) die a statt der x und erhalten 

(12) 0-1 = 0. 
Der Schnitt der F^ {(9) oder (I2)| mit der Normcurve N^ 
(4) liefert das Sextupel : 

(13) /■ = d" = «j^ = «(, (i^ -t- 6 (j^ Xfi,^ + 15 a^ X^ [1* + 20 a^X^ n^ 
-+- 15 a X* [1^ -f- a^ X'' [i + a^ X^ = 0. 
Dieses geht aus (10) a^ durch Gleichsetzen aller Elemente 
X hervor i. h. a ist die nach sechs Elementen \ X ■ ■ ■ \ 
polarisirte Form a. (13). 

Daraus folgt dann , dass man (cf . pg. 36) der Form a^ 
(12) auch die Gestalt 

(14) u'^u, , , 

geben kann, sowie, dasB die Klammerfalitoren in (9) die dritten 
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Ueberscliiebungen (bilinearen Invarianten) der dritten Dif- 
ferentialquotienten von f über die cubische Form mit den 
Wurzeln [a^, {i^, {'•^ sind. 

Umgekehrt iat die Form a , also auch a^ = a^ eindeutig 
durch », bestimmt; wie auch geometrisch evident iBi, da durch 
sechs gegebene Punkte (13) f i= von N^ nur eine F^ gehen 
kann, die alle N^ umschriebenen O^ stützt. 

Da die Normgleichung einer cubiaehen ßaumcurve, so 
lange diese eirte eigentliche ist, immer (pg. 47) durch eine 
bestimmte EaumcoIIineation herzustellen ist, so hat man : 

a) „Durch irgend sechs Punkte*) einer cubi- 
schen Eaumcurve (auf der eine Parameterverthei- 
lung ausgebreitet sei) 

(13) a^ = 
geht eine einzige sie stutzende F^, deren Glei- 
chung dann mittelst einer bestimmten Coiline- 
ation stets in die Gestalt gebracht werden kann: 
(12) (14) a= = ö 3 a , = 0." 

124. Suchen wu- nunmehr, ehe wir die F^ (12) näher 
untersuchen, die zur vorigen dualistische Entwicklung. 

Das der Curve N^ (4) einbeschriebene F^-Nefca war 
(pg.48): 

(15) 11, (3 iE, X,- 1^) + [ij (9 a;, i, _ x^ x,) 
H- 11, (3 it, «, — xl) = 0. 
Somit ruht eine Classenfläche 0, 
(16) «I = 
auf der Curve N^, wenn : 

•) Man kiJnEtB auch sagen; durch seolia Baumpunkte geht 
eine einzige F , die dia durch die eechs Punkte gehende oubisohe Rattm- 
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(") k, = 3 h,' h, = 9 P,. h, = 3 P,.- 
Ersetzt man daher zuvörderst in (16) die ß^^, p^^, ^^^ 
durch ihre resp. rechten Seiten in (17), so kann man dann 
wiederum die BcKeichmingaart einführen : 

(18) P. = P,+u (j + i = 0, 1, . . . 6) 
wodurch aus (16) wird; 

(19) «J 55 »; p, -H 2 », », P. + 2 », », Pä + < P, 
+ p, (2 », 11, + 3 »;> + 2 p, («„ «, + 9 11, »,) 
+ p. (2 .1, 11, + 3 <) = 0, 
und für das Sestupel der dieser Jd^läclie mit N^j (5) gemein- 
samen Ebenen erliält man : 

(20) Pi = p„ i' - 2 p^ X'l» + 5 p, X' ii' — 20 p, 1* |i' 
+ 5p.X't.'-2P5¥' + ii,l'' = 0. 
125. Diese beiden Formen (19) (20) bedingen sich aläO 
wieder gegenseitig eindeutig. 

Vergleicht man beide, so erkennt man ohne Weiteres, 
dass (19) entatebt, wenn man aus ß, (20) zunächst die Form 
ß^ (durch Polarisation nach sechs Werthen) bildet, und dann 
in ßj die Subatitutiouenvoruimmt; 

(21) O^^U^ (Ig = — 3 u^, o^ = 3 M^, <3^ = — Mg. 
Dies war aber a priori vorauszusehen, denn die Eildung der 
Gleichung einer Klassenfläche fl>^, die mit N^ das Sextupel ß, 
(20) gemein hat und auf iV^ ruhtj muss ja gerade so (nur 
dualistisch) erfolgen, wie die der Ordnungsfläche F^ (12), die 
mit N.^ das Sextupel a~ gemein hat und N^ stützt, 

Da aber die a mit den Coordinaten eines Punktes identisch 
sind, so gehen vermöge der Gleichungen (21) (cf. pg. 49) 
Punkt- in Ebenencoordinaten (für dieselben Argumente 
|i,^ [ij [i.,j) über. 



y Google 



200 Dis Keya'sche Apolacitüt und äie NormCHrven, 

Andrerseits überzeugt man sich sofort, dass die bilineare 
Invariante der Flächen (12) und (19) identisch ist mit der der 
beiden binären Formen (13) « unJ (20) ß,. Deninach gilt 
der wichtige, später vielfach benützte Satz: 

P) nDie bilineare Invariante zwei er bin Liren 
Formen sechsten Grades (a^, ?>^) ist identisch mit 
der aweierquaternärer Formen zweiten Grades, 
die, = gesetzt, eine F resp, ^^ darstellen, die 
eine(sonstbeliebige)cubiachoRaumcurvetragen 
resp.anf ihr ruhen, und mit ihr die gegebenen 
Formend, ft res p. gemeinhaben. 

Sind also die binären Form en apolar, so auch 
die quaternären und umgekehrt* 

Auch dieser Satz ist leicht ohne spezielle Rechnung zu 
erhärten. 

Denn die Gleichung einer F , die aus einer cubischen 
Cnrve das Punktsextupel a^ ausschneidet und auf der Ciirve 
ruht, muss (wie auch aus (12) ersichtlich) offenbar vom ersten 
Grade in den CoefScienten von a\ sein : desgleichen die zur 
Curve bezüglich einer zweiten Form i\ sich dualistisch ver- 
haltende O^. 

Die simultanen Invarianten beider Flächen sind von einer 
linearen Transformation auf der Curve völlig unabhängig d. b. 
simultane Invarianten der Formen a^, 6^ (durch die ja die 
resp. Flächen eindeutig bestimmt sind). 

Da endlich die bilineare Invariante der beiden binären 
Formen die einzige ist, die vom ersten Grade in den Coeffi- 
cienten beider wird, so ist der Satz bewiesen, der in dieser 
Art eine V erall gern ein enmg *) des Nr. 49 aufgestellten ist. 
126. Wir kehren jetzt vorläufig wieder zu der einen F„ 
(12) zurück. 

*) Der ganz nllgemeiiie Satz findet sidi in Cap. III lUeaefl Weikes. 



y Google 



Die Pp o'b he \p Ur'tit md die Noiu 
In EbeneiiLOOidmateii sthieibt aie sicli: 



(22) (i = ^^/^ 



= 



«g «g (Tj Mj. «g 

g «4 1^5 % 1*3 

«1 Wo "a ^ I 

wo die rechte Seite die gerindeite Determinante der F^ ist, 
die mit der Inviiiante vierten Giides a\ (cf. Salmon, Höliere 
Algebra, art, 252) zu«ammentkllt ) 

Corabinirt man {22) mit dei Glen-hung von N^, so ergiebt 
sich das die gemeinsamen Ebenen beider Gebilde darateilende 
Sestupel als die Covariante von a\ = f: 

(23) = H = !f„„ f,„, /■„„, 

d. i, die Determinante der vierten DifFerentialquotienten von f. 

Dieses Hesiütat wird sich bald auch geometriscb be- 
stätigt finden. Es ist die Erweiterung (cf, Kap. III) des 
Nr. 48 bewiesenen (ternären) Satzes und mag besonders be- 
tont werden, zumal da der eigenthümliche Zusammenhang der 
, Formen f und H später eine sehr wichtige Eoile spielt. 

-[) pHat eine eine cubische Eaumcurve stütz- 
ende i^^ mit ihr das Punktsextupel f gemein, so 
sind die gemeinsamen Ebenen beider durch die 
Form H" gegeben, woJfdie bekannte Covariante 
von f (Determinante der vierten Differential- 
quotienten) ist." 

Nehmen wir das Resultat vorweg, dass zu einer gege- 

*) Es ist dies die von SylveBter äo genannte Cafalelttikante, dereu 
"Verschwinden die nothwendige und hinröichende Bedingung ist, dass die 
Fotm / als Summe von drei seclisten Poteiiaen darstellbar isl. Davon wii'd 
ireitethin Gebrauch gemacht, 
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benen binären Form H fünf andere gehören, ao dass ibre Co- 
variante H mit der ersteren Form identiscli ist, so gilt im An- 
sebluss an ^): 

8) „Sechs Ebenen einer cnbiscben Raum- 
curve sind zugleich die Ebenen von fünf die 
Curve stützenden Flächen zweiter Ordnung (und 
dnitlistisch)." 

127. Wir gelangen jetzt mittelst der Form f zu einer 
sehr einfachen Darlegung der zum TheÜ schon von Beje 
(Grelle Bd. 82) eingebend untersuchten Eigenschaften der Pol- 
vielfiacbe der Fläche (12), die der Curve N umbeschrieben 
sind. Man erkennt leicht die Analogie mit den Entwicklungen 
für den Normkegel sc h n itt , auf dem eine bi quadratische binäre 
Form gegeben war. 

Theilt man nemlich die sechs Werthe X in (10) a in zwei 
Gruppen 

Xj ?.g X^; X^ X^ Ag mit den bez. symmetrischen Funktionen 
y (i = 0, 1,2,3) 
so geht (10) über in 

(24) a^, = 0. d. h. 
die Punkte (c) (t) bilden ein in Bezug auf unsere F^ [(12) oder 
(14)] conjugirtes Paar. Aus der Symmetrie der Form (10) in 
den sechs Elementen X folgt dann sofort: 

e) „Irgend ein conjugirtes Punktepaar un- 
serer eine eubische Curve stützenden Fläche be- 
stimmt*) (mitteist der beiden an die Curve ge- 

* Ist eine beledige Fläehe aweiter Ordnung o^ =; gegeben, so 
heatimoiBn bekamitlich*i) (of. z. B, Eosanea, Crella a Jon nalBd 68 pg. 26ß ff.) 
irgend vier oonjiig itp Punktepaare der Fläche sechs we te 6 die mit 
den ersten d e G-cgei eoi eii eineB PoiEBchaflachs de Tlk he b Iden. Es 
Bind dies d e aehn zeitallpnden Flächen der d e t^ h nendl heii Schaar 
von Flachen ewe t«" Cla^e, die sieh aua den e ten P ktepaareii 

Imear z 
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headen Eben entripel) ein der Curve umschrie- 
benes Polsechs flach der Fläche (d.h. dessen sämmt- 



D Ui g g d es m S t b g () gast It t hg 

a i g w a Eb i pg 88) 

aai jgtpktp gd Twt t 

b m t fi d t 1 II ttlt ( d 1 d F m t tt 

l +/ +J +7 +7^=0 

IdTlf|,!>td hClhg d Igld 

ziiUbkl (d^häl 5 l btd Cd( d 

b d P kt f tt P b tm 

S !1 h j g tea P kt p w t m tb timm 

mö a 1 Kit w h d t ttfl a d reut 

d Id ttät 

'Vi ^ ^a^ä 

in a el eii Gleiph ingen die he jetzt vorhandenen sichen Unbekannten lie 
etmmen 

Mith n muBs fir diasan Tall die F^ zu diei FH lien zwe toi lilasse 
(und damit zi ihrer Sobaaischaai) apolai sein 

In luserem Jalle ist diese SchaarBchaar speciell die einer cu 
hiBChen Raumourre f ninl eachiiebene 

In dei rhit gfllt es ja dann n e &atz (l) ^aigt Polviarflaohe von 
F^ die V a h icdei Im FHcl en dar '*oha^i ■sohaii f umSL.lirieben sind 
was mit api bekannten He^Sfl ic! onj Erklarun^ dei ApoHritIt ubei 

Lragekehit ater folgt ais dem Ul ij,Dn noch nicht uhne ^\ eiteres 
da=B SB Eolohe f umaeh leiene Polvieiflache von F^ giebt diea zeigt erst 
die Testontwiokl ing 

Man findet d esa Bez ehung von F^ zu if auch bei Keye (Grelle 
Bd 82) öea Näheren nnteiBuoht, dei ai ch die umgekehrte Frage er 
ledigt, welche Curven f zu einer gegebenen Fläche F^ gehören. 

Auch im Übrigen verweiae Ich ein für allemal auf diese 
und dio rerwandtenW) Arbeiten Eeye's, die mit iineern Unter- 
Buchungea auf das engste zusammen hängen, wenn auch die ganze Unter- 
«uchungsmethode eine weaentlieh verachiedene ist, äie aber haben mir 
die eigentliche Anregung zur Abfassung dieses Werkes gegeben, 
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liehe Gegeneekenpaare aolche conjugirten Punkte- 

„Es giebt eine fünf fach unendliclio { c»^)*) lineare 
Schaar solcher der Oiirve umschriebenen Pol- 
sechsflacbe der Curve. Die bezüglichen Ebenen- 
BGxtupel steilen auf der Curve die ganze zum 
Schiiittpunktsestupel von Fläche und Curve con- 
j ugirte Gruppe dar." 

Umgekehrt folgt hieraus mit Hülfe des Satzes (ß): 

i^) „Ist eine eubische Curve nebst einer sie 
stützenden F^ gegeben, so construire man die (co *) 
Hn eare Schaar von Klassenfiächen Og, die aufF^ 
und der Curve ruhen. Die dieser Schaar mit der 
Curve gemeinsamen Ebenensextupel sind die 
Ebenen der Polsechsflache des vorigen Satzes." 

pDie ganze zur Fläch ei^'^conj ugirte Gruppe 
von (Klassen-) Flächen setzt sich linear zusammen 
aus sechsFläehen d er Schaar der "1»^ und drei der 
der Curve umbeschriebenen Flächen." 

„Die ganze zur Schaar der 3>^ conjugirte Gruppe 
von (Ordnungs-) Flächen setzt sich linear bu- 
aammen aus F^ und dem der Curve einbeschrie- 
benen Netze." 

128. Nun kann man aber den .Sata (ß) und Gleichung 
(24) in derselben W'eise auf eine ganae Schaar von 
Flächen F^ anwenden, die nur sämratlich der Bedingung ge- 
nügen müssen, die Curve zu stützen und gelangt so zu dem 
allgemeineren, später benutzten Satze : 



*) Diese gebvSucliliolie Abkiirziuig werde von jetzt ab eingeführt. 
Eine andere Abfcörzang tritt forner dea Öfteren ap«ter aaf: so oft kein 
Zweifel herrsehen kann, heisee es nur „Involntion" statt „biquadcatiEohev 
Involation", 
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V)) ^Gegeben sei eine cubische Eaumcurv 
und eine oo™ (m ;= 0, 1, . . 5) lineare Schaar vo 
F^, die alle die Cur ve stützen. 

Dann existirt eine a>^ ([i = 5 — m) linear 
Schaar von a>^, die iilleauf deri-'^-öchaarund ai 
gleich auf der Curve ruhen. 

Die der *^-Schaar mit der Curve gemeir 
samen Sechs flache sind ai?e der Curve umschrie- 
benen gemeinsamen Polscchaflaohc derl^^-Schaar. 

Die au gehör igen Ebenensextupol der Curve 
bilden die Ijanse zur Schaar der Schnittpui 
aextupel von Curve und jF^-öchaar conjugirte 
(binäre) Gruppe," 

„Dem entspricht dann, daas die ganse zur 
Fg -Schaar conjugirte {q^aatefnär e) Schaar aich 
linear zusammensetzt aus den Flachen der O^- 
Schaar und den der Curve umschriebenen Flächen; 
umgekehrt setzt sich die gange zur Schaar der 
^^ conjugirte (quaternäre) Schaar Nwea»' zusam- 
men aus den Flachen der F^S chaarnehst den der 
Curve einbeschriebenen Flächen.* 

129. Wir kommen jetzt wieder zu einer Fläche F^, die 
die Curve stützt, zurück und stellen ihre der Curve um- 
schriebenen Polfünf- und -vierflache auf. 

Bekanntlich wird ein Polsechsflach einer F^ zum Polfüni- 
resp. -vierflach, wenn eine resp. zwei seiner Ebenen unbe- 
stimmt werden. 

Dann ist jeder Eckpunkt zur Gegenkante resp. Gegen- 
ebene conjugirt. Mithin werden diese speciellen Polsechsflache 
vermöge der bekannten Umformung der Form «^ (pg. 32) 
dargestellt durch die Gleichungsaysteme ; 
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resp. (26) \ä^^ = a^ T^J^ a^ T^ -\- . . a, 1\ = 0. 
Uas ^ öj, ^o + «3 'l\-\- ..a^T^ = 
wo die Ä resp, _4|jj die nach fünf reap. vier Werthen 
polarisirten ersten resp. zweiten Differential quotienteu von 
f ^i aS sind. 

Dies heisat aber mit Hülfe des Fundamentalaatzea des §. 5; 

V.') ^Die Ebenen der einer cubischen Raum- 
curve umschriebenen ( oa^, linearen) Schaar der 
Polfünfflache resp. der (co^ linearen) Suhaarder 
Polvierflache einer die Curve stützenden und 
das Sextupel f ausschneidenden i*'^ sind durch die 
zur Gruppe der ersten resp. zweiten Poiarera von 
fconjugirten Gruppen dargestellt." 

Diese der Curve umschriebenen Polvier flache von 
F^, die also eine bi quadratische Involution auf der Curve er- 
zeugeuj bilden weiterhin den Kern der ganzen Ent- 
wicklung. Es wird sich zeigen, daas man umgekehrt, 
von ihnen ausgehend, wieder die F^ reconstruiren 
kann (und zwar in eindeutiger Weise). 

130. Zunächst zeigt man leicht, wie aus dem letzten SatKe 
wieder der Satz (y) hervorgeht. Denn aus den Gleichungen 
(26) folgt, dass man von den vier Elementen (Ebenen der 
Curve), die ein Quadrupel der Involution der Polvierflache 
bilden, eines beliebig annehmen kann; dann ist das Quadrupel 
eindeutig bestimmt. 

Man wähle als eine solche Ebene eine der gemeinsamen 
Ebenen von F^ und der Curve. Dann (und nur dann) liegt ihr 
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Pol (in Bezug auf die F^) auf ihr, d. h. ea müssen von den vier 
Ebenen des Quadrupels zwei colncidiren. 

Zunächst ergiebt sich durch Elimination zweier der vier 
in (26) enthaltenen Werthe X^ X X X^, etwa A^, X^, die Gleich- 
ung (23), wenn man in ihr die vierten Differentialquotienten 
nach zwei Elementen X^ X^ polarisirt. 

Dann stellt (23) die Bedingung dar, unter der zwei Ebenen 
der Curve X^ X^, einem Quadrupel der Pol vier flachin volution 
angehören. 

Fallen X^, X^ zusammen, so resultirt demnach (23) selbst, 
q. e. d. 

In der That kommt dies nur auf einen früheren Satz 
(pg. 41) zurück. Denn die Doppelelemente einer biquadra- 
tischen Involution sind ja die Wurzeln ihrer Funktionaldeter- 
minante. Diese ist aber identisch mit der ihrer conjugirten 
Gruppe, d, i. hier der Gruppe der zweiten Polaren von f, ist 
also keine andere als die Covariante H. 

131. Durch sechs beliebig gewählte binare Formen sechsten 
Grades ist, wie wir wissen, im Allgemeinen stets eine siebente 
zu allen jenen apolare eindeutig bestimmt. (Nach früherer 
(§§. 2, d) Bezeichnungaweise heisst dies: man fasst eine Form 
a^ als Schnittpimktform einer JR^. auf.) Dies hat hier zur 
Folge : 

X) „Sechs beliebig einer cubischen Baum- 
curvc umschriebene Sechsflache sind Polsecha- 
f lache einer bestimmten die Curve stützenden F^. 
Dann giebt er eine co' Schaar solcher Polsechs- 
flache etc. etc." 

132. Wir gelangen jetzt zu dem am Schlnsa von Nr. 129 
angedeuteten Satz, der sich algebraisch einfach so formu- 
liren lässt: 

[i) „Die zu einer gegebenen biquadratischeu 
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Involution conjiigirte Gfruppe ist (ira Ällgeiiiei- 
uen) die Gruppe der zweiten Polaren einer be- 
Btimmten Form sechsten Grades." 

Den Beweis fuhrt man so. Ist die gegebene Involution 
eine ganz allgemeine, so auch ihre conjugirte Gruppe. M'ir 
zeigen daher, dass drei a,]lgemeine Formen vierten Grades 

(27) 9 = »X, X = ^t '3^ — 4. 
die zweiten Polaren einer bestimmten einzigen Form 

(25) g = gl 

sind, d. h. dass es drei bestimmte hneare Combinationon der 
¥f '\'p X S^*^'^*' '^'^ '^'^ zweiten Differential quo tioii tön von 
g sind: 

(K V + ^1 X + ^ 'l' = 9u 
(29) ti, cp + V, X + Ti, 4. E= g^^ 

1(^3 ? + ^3 X + ^8 'J' ^ ^22 

Dies liefert acht in den neun Grössen |i, v, n homogene, 
lineare Relationen, die demnach ihre Verhältnisse eindeutig 
zu bestimmen erlauben. 

Denn die Möglichkeit, dass etwa zwischen diesen acht 
Relationen Identitäten stattfänden, wodurch die Werthe der 
[1, V, 71 unbestimmt würden, widerlegt sich z, B. so. 

Man sieht, dass für eine Form g ihre Covariante 11 (23) 
mit der Funktionaldeterminantc der Formen (37) zusammen- 
fällt. Demnach führt unsere Frage zu der andern: Wie viel 
Involutionen vierten Grades giebt es mit gege- 
beneitsechs Doppelelementen? oder Wie viel For- 
men sechsten Grades giebt es, die eine gegebene 
zur Covariante ifhaben? und dies wieder nach Satz y = 
Wie viel F^ giebt es, die mit einer cubischen Curve 
irgend sechs gegeben e Ebenen gemein haben und 
die Curve stützen? 

Aus dieser letzten Form geht aber deutlich hervor, dass 
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;ben raiiss, womit der auf- 



es eine endliche Zahl solcher j_ 
geworfene Zweifel erledigt ist. 

Von dieser endlichen Zahl von Lösungen gehört dann 
nach Obigem eine bestimmte zu der gegebenea au (27) con- 
jugirten Involution, 

Die fragliche Ziihl der Lösungen ist schon oben (Nr, 126) 
vorläufig als fünf angegeben. 

Somit ist Satz [\i) erwiesen und wir geben ihm die andere 
wichtigere Gestalt : 

jj,')5,Die Theorien der binären Form sechsten 
Grades und der b i quad ra tisch e n luv ol u tio n sind 
identisch.'' 

133. Mit Rücksicht auf diesen letzten Satz ist dann die 
Frage nach der Bedingung, unter der zwei Elemente X^, X^ 
einem Quadrupel einer gegebenen Involution 

(30) 4 -H h ßt 
angehören, schon in Nr. 130 erledigt. Denn seif die binäre 
Form sechsten Grades, deren zweite Polaren die zur gege- 
benen Involution conjogirte Gruppe bilden, so ist die Be- 
dingung (of. die analoge pg, 98) 
^1111 ^1 
(31)0 = H---; Aj^,, Ä, 

\% "« + "i ''i ~H "'•i ^ä' *: ''o ~H '^s ^1 ~H % '^1' "a "u "H '*3 ''i "l~ "4 "2' 
l'^i '^0 ~l~ '*i ^1 ~i~ "3 "^a' "'s '^0 ~^%'^i~^ ^i "s' '*3 ''u ~l~ '^4 '^j "H "5 ''a> 
\a Q -J- ti^ ö^ -j- a^ o^j a a^ -{- tf^ "^^ -|- % <^^! «^ "(, ~l~ **& '^i ~f~ % "2 
wo H aus der Covariante H von /' durch Polarisation der vierten 
Differentialquotienten nach zwei Werthen X^ X^ hervorgeht. 
Die Ecken der der cubischen Gurve umschriebenen In- 
volutionstetraeder liegen auf einer zweiten Curve, die wieder 
eine cubiache ist, da nach (26) au jedem Element A^ drei be- 
stimmte X^, X^ X^ gehören, die mit ihm ein Involutionsquadrupel 
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hMen d. h. da in jeder Ebene der uraprünglichen Curve nur 
drei Punkte der zweiten Cnrve liegen können (die drei Eck- 
punkte des durch die Ebene X^ bestimmten *) Tetraeders), 

Beide Curven stehen also in der Beziehung, dass der 
einen w'- Tetraeder um- und der andern zugleich einbeschrieben 
sindj eine von Hurwitz*^) näher studirte Beziehung, die daher 
von jetzt ab immer kurz die Hurwitz'sche heiase. Dann können 
wir sagen : 

v) flDie einer bi quadratischen Involution an- 
gehörigen Äsen einer cubischen ßaumcurve (N^) 
sind Sehnen**) einer zweiten {H^), die zur ersten 
in derHurwitz'schen Beziehungsteht. Densecbs 
Doppelelcmenten S" = der Involuti. 



Sprech 



, die Sehn 



vonH^sind. 

Jede Ebene vonN^istEbene einesN^um-und 
H einbeschriebenen Tetraeders (dualistisch jeder 
Punkt von H^EckpunkteinessoIchen), 

Steht eine Curve H^ zu N^ in dieser Beziehung, 
so lässt sie sich immer durch eine Gleichung (31) 
vollständig darstellen." 

Somit sind die Begriffe „hi quadratische Involution auf 
einer cubischen Curve" und ^Ilurwitz'sche Beziehung zweier 
cubiseher Curven" vollkommen vertauechbar, und der Satz (fi) 
gewinnt jetzt für die Theorie der cubischen Kaumeurven fol- 
gende Gestalt : 

^") „Stehen zwei cubische Ilauin curven in der 

*) Zu BJuer Ebene der Curve gehört ein Punkt als Pol (in Bezug 
auf die -Fg), der mittelst des an Qie Curve gehenden Ebenentripels das 
Tetraeder bestimmt, 

**) Im AJlgemeilien giobt ea bekanntlich sechs Äsen einer cubischen 
Curye, die Sehnen einer aweiten sind, in «nsorom Falle aber imeniilich 
riale. Wir kommen später darauf genauer Eiirüok. 
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Hurwitz'schen Beziehung, so sind die bezüg- 
lichen um-reep. einbeschriebenen Tetraeder die 
Poltetraeder einer bestimmten I<\^, die die eine 
Curve BtUtztresp. auf der andern ruht, deren mit 
der einen geraeinsarne Ebenen rosp. mit der an- 
dern gemeiiisamePuiikte in dieDoppelelemente 
S"der zugehörigen Involution fallen, und deren 
mit der einen gemeinsame Punltte resp. mit der 
andern gemeinsame Ebenen durch eine Form f 
dargestellt werden, deren Covariantc-ffmit der 
obigen Form Hzusammenf all t." 

134. Damit sind die Grundlinien einer Theorie verzeich- 
net, die der in den g§. 17 ff. durchgeführten ganz analog ist, 
indem man hier von einer binären Form aechsten Grades ala 
Covariante S einer andern solchen Form ausgeht. Daher 
spricht sich der dem Satze Nr. 76 entsprechende so aus : 

n) „Man gehe von irgend einem Sextupel H 
auf einer cu bischen Raum curve cp aus. Dann giebt 
es einmal fünfGurvenHj, die zu 9 in der Hurwitz- 
3chen Beziehung stehen, sodass sie die sechs 
Tangenten K zu Sehnen haben *): andrerseits 
fünf Flächen F^, die cp stützen und mit 9 das 
Ebenen sextupel H gemein haben. 

Je eine der Curven H^ ist einer bestimmten 
der Flächen Fg eindeutig zugeordnet {und umg.), 
indem sie der Ort der Ecken der 9 umschriebenen 
Polvier flache von Z^ ist.« 

135. Dieser Zusammenhang zwischen einer Curve H„ und 
der ilir zugeordneten JF'^ läast sich leicht noch genauer verfolgen. 

*) Dies sind gerade (wie sieh weitohin herauestBllen wird) die- 
jenigen fünf ciibisohea Curven, die überhatipt sechs Tangenten von f eu 
Sehnen haben. 
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Denn die Curve H^ ist der Ort der Ecken der 9 um- 
schriebenen Tetraeder einer bestimmten Involution (mit den 
Doppelelementen H), also (cf. Hurwitz 1. c.) durch irgend 
zwei beliebige 9 umschriebene Tetraeder gerade so eindeutig 
bestimmt; wie die Involution durch die beiden bezfägliohen 
Quadrupel, 

Mit Rücksicht auf die Sätze (ß), sowie (e) bis (tj) hat man 
daher Folgendes: 

p) „Einer cubiscbenRaum curve tp seien irgend 
zwei Tetraeder um beschrieben. Deren Ecken 
liegen auf einer bestimmten Curve H^ (der dann 
noch unendlich viele solche (f umschriebene Te- 
traeder einbeschrieben sind). 

Filr jedes der beiden gegebenen Tetraeder 
giebt es eine Schaarschaar vonFlächen O^, die 
ihm einbeschrieben sind und auf cp ruhen. Diese 
seien Ä,, S^. Dann ist die H^ zugeordnete _F^, für 
die alle H ein- und 9 um beschriebe neu Tetraeder 
Poltetraeder sind, dadurch eindeutig bestimmt, 
dass sie auf den drei Schaarsehaaren S^, 8^, 9*) ruht. 

Dann ruht sie auch auf jeder weitem Schaar- 
Bchaar, die duvch je eines der obigen unendlich 
vielen Tetraeder mitbestimmt ist." 

136. Will man umgekehrt von der Fläche F^ zur Curve 
H übergehen so k inn man gleichfalls von zwei, 9 umschriebenen 
Tetraedern ausstehen , wie im letzten Satze, oder auch von 
irgend diti tp umBchiiebenen FUnfflachen resp. irgend sechs 
der Cui>e cp iimachi lebenen Sechsflachen. Die letztere That- 
siche ist schon im l^atze (X) ausgesprochen gewesen. Hier 
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handelt es sich tun rlie Construktion der zugohörigen 7^^. Diese 
fliegst wieder sofort aus den Sätzen (ß) (e) bis (tj) : 

c) „I. Irgend sechs cp umscbriebene Bechsflache 
sind Polsecbsflache einer bestimmten (cp stützenden) 
F^. Diese Bestimmung geschieht so. Jedem der 
Sechsflache ist eine einzige Fläche ©^ einbe- 
schrieben, die auf dem Netze 9 ruht. So ent- 
stehen sechs Flächen *^ (/c = 1 . . 6). 

Dann giebt es nur eine F^, die die Schaarschaarqi 
und die sechs Fläclien <E>^ (und damit natürlich die ans 
ihnen linear gebildete x ^-Scliaar) stütsL Dies ist die 
gewünschte. 

II. Irgend drei tp umschriebene Fünfflache sind 
Polfünfflacbe einer bestimmten (^ stützenden) F^_ 
Die Bestimmung ist der in I analog, 

Es giebt für jedes der drei Fünfflacbe eine 
(30^ lineare) Schaar von Flächen fli^, die ihm einbe- 
schriöben sind und auf dem Netze ip ruhen. Diese 
seien S„Sg, \ 

Dann giebt es nur eine F^, die dieSchaarschaar 
cp nebst den drei Schaaren 2^,2^,2^ stützt. Dies ist 
die gewünschte." 

Diese drei Sätze (p) (al) oll) lassen sieb kurz in einen zu- 
sammpnfassen, der dann zugleich noch eine Eeibe ähnlicher 
enthalt, nemlich : 

tJ , Die sechs Sechs flache des Satzes (al) lassen 
sich der Eeihe nach ersetzen und zwar immer 
zwei durch ein Fünfflachj und immer drei durch 
ein Vierflach. " 

137. Wir geben jetzt über (analog dem Verfahren des 
§. 18, Nr. 52 ff.) zur canouischen Form der Flächen F^ (die die 
Cnrve ^ stützen) und der zugehörigen Curven H . Diese fällt 



y Google 



214 Die Seye'sclie Apolaritüt iind^die Nornicurveii. 

wieder Töllig rait der binären CanouiaatioDsfrage zusammen. 
Zugleich treten dadurch verschiedene der oben entwickelten 
Eigenschaften von F^ in ein helleres Licht. 

Den Ausgang biide wieder die Form a\ ^ f, deren zuge- 
hörige F^ o^ (13) war. Man kann bekanntlich eine Form f 
auf fünffach unendliche Weise als Summe von sechs (^oolisten 
Potenzen darstellen: 

(32) f = 2^ \ Q.-<xf = al 

Dabei unterliegen nach dem schon oft erwähnten Rosan es- 
schen Fundamentalsatz die « der einzigen Bedingung, Wurzeln 
einer zu f conjugirten Form zu sein. Die sammtlichen Sex- 
tupel a sind somit durch die zu fconjugirte Gruppe (d. h, die 
9 umschriebenen Polsechsflache von F^ dargestellt. 

Werden ein resp. zwei resp. drei a unbestimmt, so dass 
man sie gleich X nehmen darf, so reducirt sich die rechte Seite 
von (32) auf die Summe von fünf resp. vier resp. drei Potenzen. 
Die bezüglichen Wurzelsysteme « sind dann durch die zu den 
ersten, zweiten, dritten Polaren von f conjugirten Gruppen 
repräsentirt. Das letzte findet offenbar, wie ja auch bekannt, 
nur statt, wenn die schon Nr. 126 erwähnte Invariante B (Syl- 
vesters Catalecticiinto) verschwindet (wenn also die F aiim 
Kege! wird). 

Die beiden andern Gruppen entsprechen der t»*- resp. co'- 
Schaar der ^ umschriebenen Poifünf- reep. -vierflache von F^. 

Nun ging aus a\ (32) die Gleichung von F^ hervor, wenn 
man erst die Form a (10) und daraus die andere a\ bildete. 

Bei der Darstellung (32) geht dabei irgend ein Term der 
rechten Seite 
(33) h.{X — ^a.)^überins^a^ — .g^ «['-j-s^a* — s^ a?+5 «J— s, 'X.-\-s^ 

mithin ist die Gleichung der zur Form /'{32) gehörigen F^t 
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(34) -Fa = «o =2 k (O^ «_? — Uj a^ + Og Ä. — CTg)* = 0. 

Dabei sind die in's Quadrat erhobenen Klammerfaktoren 
rechts offenbar die linken Seiten der Gleiolinngen der sechs 
Ebenen x^ der cubisclien Curve N"^. 

Diese Darstellung (34) ist aber wieder die bekannte der 
Flächen zweiter Ordnung vermöge eines ihrer Polsechsflache. 
Geht der Index i nur bis 5 resp. 4, so geht die Darstellung 
über in die Tevmöge der Polfünf- resp. vierflache. 

Und endlich, geht * nur bis 3, so besitzt die F^ ein Pol- 
drejflachj ist aiso ein Kegel; und in der That war ja die Deter- 
minante der Fläche JF identisch mit der Catalecticante B. 
(of. fg. 201.) 

Dies Resultat drücken wir kurz so ans: 

u) ^Der binären Darstellung der Formen 
sechsten Grades/" als Summen von sechs, fünf, 
vier sechsten Potenzen entspricht in eindeutiger 
Weise die quaternare Darstellung der (eine cnbi- 
scheOurve^ stützenden*)) Flächen zweiter Ord- 
nung als Summen von sechs, fünf, vier, zweiten 
Potenzen (d. i. mittelst ihrer cp umschriebenen 
Polsechs-fünf-vierflache). 

Die die binäre Darstellung leistenden Sechs- 
Fünf-Viertupel sind durch diezu/', ihren ersten 
und zweiten Polaren conjugirten Gruppen dar- 
gestellt. 

Verschwindet die Cat al ccticante -ß von f, so 



*) Umgekehi't geit aus Satz (^j) hervor, daaa man. bei Zugrunde- 
legung einer ganz beliebigen Fläche zweiter Ordnung den Satz (u) 
immer anwenden kann, sobald man aur Curve q> irgend eine irgend 
einem Poltetiaeder der Piäoiie eingeschriebene cubisohe Eaumourve nimmt. 
Vgl, die analoge, bekanntere Theorie der Ebene (Nr. 145). 
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iäBst 810 ii f als Summe von drei Potenzen dar- 
steUeii und F^ wird ein Kegel," 

Das letzte können wir aucb so ausdrUoken ; 

Die Catalecticante B von f verschwindet, wenn zwischen 
den dritten Diffei-entialquotienteii von f eine lineare Identität 
besteht (denn dann giebt es cf. §, 7 eine zu ihoen conjugirte 
cubiBche Form), 

Daran acliliesBt sich 1 1 ocl speciellere (später von 
Wichtigkeit werdende) Fall las si^h f als Summe von zwei 
(sechsten) Potenzen daiitellen ! «at wenn zwischen den 5 
vierten Differentialqiiotiente o f drei lineare Identitäten 
atattiindeu. Denn dann giebt es nach dem citirten §. 7 eine 
zn ihnen eonjugirte quadratische Form. 

Aus der Bildung der Differentialquotienten folgt sofort, 
dass die Bedingungen flu- diesen Fall auch durch das Ver- 
schwinden (der Kerne) (cf. §. 2) der Matrix : 
a^ », "s «a «4 
(34) «j ßg ßg '''i "r ^^^ 

% «3 "^ «r, «e 

ersetzt werden können. 

Die Grleichung der F^ wird in diesem Falle von der Form 

d. h. ein zu den Ebenen a^, a^ der Curve :p (Ng) harmonisches 



Uj) „Finden zwischen den vierten Differen- 
tialqnotienten von f drei lineare Identitäten 
statt (d. h. verschwindet die Matrix (34)), so giebt 
es eine zu ihnen eonjugirte quadratische Form 
(35) (X-«,) (i-»,). 

Dann zerfällt die eine cn bische Gurve cp 
stützende (und das Punktaextupel /' iiusschnei- 
d e n d e) F 1 ä c h e F^ in ein zu d e n E b e n e n «i, «^ v o n (f 
harmonisches Ebenenpaar, 
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Der Satz gilt, wie die Sätze u, auch um- 
gekehrt." 

138. Ganz ähnlich iiimnit auch <Iie zu einer F^ gehörige 
Curve Hg (31) eine canonische Gestalt an {ganz wie der 
Kegelschnitt H in Nr. 52). 

Denn durch Einsetzen der nach zwei Elementen polari- 
sirten vierten DitFerentialquotienten der Form /"(32), wo aber 
der Index i nur bis 4 gehen mag *), geht H^ (31) nach leichter 
Rechnung über in : 
(36) Hg = S 2 S (fc, \ fc, A. Äj^ Ä( i>.",) = (*, Je, l, = 1, 2, 3, 4) 



(Aj = a,, ccl — o^ a, 4- a^ (i = 1, 2, 3, 4) 
"'*' ^^'^^ (d, = i),,„, = [(«^ - «,) («^ - aj («, - ocj] 

^Demnach ist (36) die Darstellung einer zu 
einer gegebenen cuhischen Curve cp in der Hurwjtz- 
sehen Beziehung stehenden zweiten eu bischen 
Curve mittelst der -f um- und ihr einheschrie- 
benen Tetraeder." 

Daher findet der Satz der Ebene (N"r. 54 n 11): „Stehen 
zwei Kegelschnitte in der Beziehung, dass es ein dem einen 
um- imd dem andern einbeschriebenes Dreieck giebt, bo giebt 
es aoicher Dreiecke unendlich viele" folgende (nicht voll- 
kommen analoge) Erweiterung: 

ip) „Stehen zwei cubiache Curven im Itaume 
inderBeziehnngj dass es ein der einen {9) um- und 
zugleich der andern ((p) einbeschriebenea Tetra- 
eder giebt, so giebt esin der cc*-Scbaar von diese m 

*) Wir wollen uns auf den Fall der Polfeiiaeiler iieBchi-ilnken , ob- 
flchoii für Polfünf- iiiid -sechsflache die eiste Form der Gleiehuag (36) 
Eich ganz analog erweitBL't. (i, k, l, = 1, 2, . . . bis 5 rosp. 6). 
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Tetraeder einbe a chrieb e ne n cubischeß Curven 
DOch dreifach*) unendlich viele, für die es dann 
(einfacli) oneiidiich viele Tetraeder giebt, die 
irgend einer von ihnen ein- und ^ um b es.chri eb en 
sind. 

Ihre Gleichung ist (30), sobald man unter den 
/,;.**) variable Co eff iui ent en verstellt, während 



H B g 

„Die beiden im Satze (a) angenommanen oiibieohen 
Curven (?) (I) stehen dann in der Hur w itz'ech en Bezieh ung 
sobald es eine weitere Axe Ton f giobi, die zugleich Sehne 

**) Nimmt man andrereeits zwoi belichige der Curve o umsohriebece 
Tetraeder an , so geht (cf. Sata p) duroli die Ecken derselben eine ein- 
zige bestimmta Ciirvo H , die in der Form (36) daistellbar Eein muss. 
Dann handelt es eich niiv noch dämm, die Coefflcienten k zu beatimmen, 

Sind die Argumente der beiden Ebenonquadrupel von a resp. 
._ .^ .j .^; f^. P^, Pj, P^ 

60 mnss es eine bestimmte binäre Form sechsten Grades / geben, die in 
den hoiden Formen 

da BtelHa e n ra 

D Id n litt bed 1 le ber sieben Gleichungen, linear und 
ho 6 n d n 11 n ! ! ' wodurch ihre Verhältnisse eindeutig 
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die öundJ.. die obige (jetzt auf iinsei- Tetraeder 
beaügliche) Bedeutung haben." 

Die canonische Form der Curven 11^ wird von grösserer 
Bedeutung bei der Betrachtung der binären Form f auf dem 
(Norm-) Kegelschnitt der Ebene, die uns bald begegnen wird. 

Der zum Satze (9) parallele Satz für die Flachen F^, die 
ein gegebenes cp umschriebenes Tetraeder zum Poltetraeder 
haben, ist dagegen dem bezüglichen Satze der Ebene (Nr. 55 
n I) ganz analog. Denn dieser hiess rein geometrisch : „G-iebt 
es ein einem Kegelschnitt 9 umschriebenes Dreiseit, das Pol- 
dreiseit eines zweiten ist, so giebt es unendlich viele und der 
zweite Kegelschnitt stützt den ersten." 

Hier, im Räume, hat man mit llücksicht auf (jlcichung 
(34) sofort ; 

cpj) „Stehen eine Flache zweiter Ordnung F^ 
undeinecubischellauracurvccpinderBezIehung, 
da SS es eincp umschriebenes Poltetraeder vonF^ 
giebt, so giebt es unendlich viele solche und die 
Fläche stützt die Curve. 

Dennseien 

(38) 2/j = 0, !/j = 0, 4/3 = 0, y^ = 
dielllbeiicn des Tetraeders, so lässtsicli bekannt- 
lich dieFjin die Gestalt bringen: 

(39) v-i y\ -\-v;y\ + !^s vi 4- i^4 ;/' = o- 

Ist dann aufcpin bekannter Weise eine Para- 
m et erverth eilung ausgebreitet, und sind «,, a^, «3, «^ 
die Argumente der vier Tetraeder ebenen, so 
lautet die zugehörige binäre Form sechsten 
Grades: 

Damit ist also auch die Aufgabe der Nr. 132 auf eine zweite 
Waise gelöst. Auf die osplicirte Darstellung der Grössen ij (wie auch 
damals der Grössen tf., v, n (29J) soll verzichtet werdeu. 
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(40) [i,(Ä-K/+ii,{X-a/+ |,^(X-a/+[i^a~a/ = a 

Dann ist (39) diejenige F^, die tp stützt uod mit 
cp das PunktBextnpel (40) gemein hat." 

139. Die Untersuchung in der Ebene (§. .17 ff.) be- 
schäftigte sich zuerst mit den einem Kegelschnitt tp umacbrio- 
benen Poldreiseiten eines Kegelschnitts F. Die Ecken dieser 
Dreiseite (deren Seiten auf qs eine Involution dritter Ordnung 
bildeten) lagen auf einem andern Kegelschnitt H. Die ku 
dieser Involution auf rf conjugirte Gruppe (Involution) lieferte 
die Poldreiseite eines Kegelschnitts F' und ihre Ecken lagen 
auf einem weiteren H'. 

Äehnliche Verhältnisse gelten auch ftlr unsere jetzige 
Entwicklung, indem wii' die aur gegebenen Involution vierten 
Grades (auf ^) conjugirte (dreigliedrige) Gruppe in's Auge 
fiisseii. 

Die gegebene Involution sei 

(41) 4 + 1, b{, 

die conjugirte Gruppe 

(42) V, tp, (*) + V, 7.p.) + V, ^. {Xy 

Dann bilden die vier Elemente J.^ X^ X^ A^ (nach Nr. 5) 
das Wurzelsystem einer Form (42), wenn ihre homogenen 
symmetrischen Funktionen s. (* = 0, 1, . . 4) den Bedingungen 
genügen 

(43) rt i=s 0, b^ =^ 0. 

Daraus folgt sofort, mit Hülfe der vielbenützten Ent- 
wicklung der Nr. 21, dass drei Elemente X^ X^ X^ einem 
Quadrupel (42) angehören unter der Bedingung *) 

*) Dias ist also nach dm- Tonnindlugi« litis ^. 2 die quaümtisiilio 
Sohnittpiiiilttsglcielinng erster Ordnung dev ß,: 
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^ K "ü + ^1 ''i + *2 "'s + ^6 '^ff *i % + *2 <^i + h '^•i + ^1 ^ai 
wo also die A resp, B die nacti den drei Elementen X^, X^, X 

polariairten ersten DifFereiitialqiioticuten von a^, i'csp. J^siiid. 
Dies liefert den Satz : 

X) „Ist auf der cubischen (No r m-)C ur y e N^ die 
Involution (41) gegeben, so liegen die Eck- 
punkte der oc^- SchaarvonNg umschriebenen Te- 
traedern, deren bezügliche (Argumenten-) Qua- 
drupel durch die zu (41) conjugirte Gruppe (42) 
dargestellt sind, auf einer Fläche zweiter Ord- 
nui,gH-(44).'' 

Und da man umgekehrt von einer beliebigen Gruppe (42) 
(anstatt von einer beliebigen Involution (41)) ausgehen kann, 
so erhält man so den bekannten*'' Satz : 

X,) pDie Ecken irgend dreier einer cubischen 
Eaumcnrve cp umschriebenen Tetraeder liegen 
auf einer bestimmten Fläche zweiter Ordnung." 

Die nähere Untersuchung dieser Fläche und ihre Be- 
ziehungen zur Involution finden eine passendere Stelle im 
ÄnschluBS an die Darstellung der Involution auf dem Norm- 
kegelschnitt reap. der Theorie der rationalen ebenen Curven 
vierter Ordnung. 

Dabei wird sich herausstellen, dass diese Flächen H' 
vollständig dadurch charakterisirt sind, dass drei Axen der 
cubischen Curve ganz auf ihnen liegen *), 

*) Im Uebrigen tveffeti sie die Curve iu den sechs Punkten , dören 
Argumente den sechs Doppelelementsa der duieh die FUlche auf der 
CiiiTe festgelegten Involution lugeliören. 
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Zunächst verlassen wir die oubische Curve und studiren 
die binäre Form sechsten Grades oder die bi quadratische 
Invobition auf dem Normke gel schnitt , für die viele Eigen- 
schaften durch einfache Uebertragungen ans diesem Para- 
graphen gewonnen werden werden. Umgekehrt wird dann 
wieder die ebene Theorie die riiitmliche weiter führen. 



Die binäre Form sectsten Grades auf dem Normkegelsehnitt 
der Ebene. 

140. Xach Eeye*8) trägt (stüföt, ist apolar zn) eine ebene 
Curve dritter Ordnung F^ 

(1) «^ ~ S S 2 a,^j X. x^x^ = (i, h, l, = 0, 1, 2) 
einen Kiaseenkegelschnitt O (und umgekehrt ruht (stützt sich) 
der letztere auf der ersteren) : 

(2) m'„ = S S «,^ «j^ (i, 1 = 0,1, 2) 
unter den drei Apolaritätsbedingungen (des Verscliwindens 
der drei bilinearen Invarianten beider) : 

(3) (» «)' = S S a^.^ a,^ = (r = 0, 1. 2) 
d. h. wenn der Kegelschnitt '^^ mit jedem Funkte der Ebene 
eine zu F^ apolare Curve dritter Classe bildet (so dasa die 
bilineare Invariante beider verschwindet), oder was dasselbe 
ist, wenn ^^ aufdem Netze der Pol ark egelschnitte 
von J^g r u h t. 

Wird statt des Kegelschnitts d»^ wieder der Normkegel- 
schnitt eingeführt: 

(4) (gx = 1, px =^ 2 A, px = X^\ 

i^) \m^ — X', m(^ ~^X, mi^ = l,j 

[4 x^^ x^ — x\z^() [N^ 
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so nehmen die Bedingungen (3) die einfachere Form an: 
(6) «,,,, = fl^,, (r = 0, 1, 2). 
^DieseEei3ingiingen(6) sindvoltkommon aus- 
gedrückt, wenn man statt derCoefficientenvon 
(1) dieandern einführt 

(7) a,^, = a._^^ , (i^k+l = 0, 1, . . . ö). 
Dann geht die F^ (1) über in : 
(8) 1^ a^^ = x^ h^ («Q x^ + o, ^, + «s *s) + 

+ x^ [x^i a^ x^ + «3 «, + «4 ^s) + 

^J (*1 ^0 ~f" S ''^1 ^~ '^3 S^ "l~ ^2 ^**S *U ~1~ '*3 ■''l ~i~ ^i *2^) 

^1 '^"4 ^0 "4" '^s ■'^j 4" "4 ^2) "1" ^a ("^s ^n ~l~ '*4 ''^i "1" "^5 ^2)} 
^1 ('^s ^0 "f" "^4 ^1 "1" **■■-. ^2) + *a ('^i ^0 ~l~ "^s ^1 ^~ ^t. ^3^1 ■ 
Aus der Wahl des Norm kegel Schnitts folgte (Nr. 29), 
dass die homogenen Coordinaten eines Punktes der Ebene 
identisch sind mit den homogenen symmetrischen Fmiktioncn 
o. zweier Elemente [i [i^ (der Parameter der durch den Punkt 
gehenden Tangenten von N^). 

Daraus folgt jetzt, mit Hülfe lier Zerlegung der Nr. 21, 
dass a^^ (8) aus der einfacheren Form : 

(9) a^ ^a^s^-\~ ttj Sj -^ a^s.^-^- a^ s^ 4- "^ s^ + «,, s,^ + a^ s^j 
hervorgeht, wenn man von den sechs Elementen Ä X . .,X,, 
aus denen die s gebildet sind, immer drei einander gleicli 



(10) X, ^ X^ = Xj = Hj, X^ = X^ = A^ = fi,,. 
Um dies auch in der Bezeichnung auszudrücken, schreiben 
r statt (8) ; 

(U) i^l^O. 
Das dieser Curve mit N^ gemeinsame Punlitsextupel 

(12) /• := oj = «^ = 0, 
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wo a^ (9) aus a durch Polarisation nach den sechs Elementen 

X hervorgeht. 

Daher können wir die Gleichung von F^ auch schreiben: 



Die Klara merfaktoren in (8) sind die zweiten Ueberschie- 
bungen der vierten Differentialqnotienten von /'(IS) über die 
Form mit den Wurzeln fi^ [i,^. 

So gelangt man, ebenso wie Nr. 123 kti dem ent- 
sprechenden Raumsata, hier zu folgendem : 

a) „Durch irgend sechs Punkte eines Kegel- 
schnitts ^ (auf dem ein Parameter X ausge- 
breitet sei) 

(12) », = 
geht eine einzige ihn stützende i''^, deren Glei- 
chung mittelst einer bestimmten Colli neation 
der Ebene stets in die Gestalt gebracht werden 
k a n n 

141. Die dualistische Entwicklung kann man wie in 
Nr. 124 durchführen: der kürzere Weg ist aber der der 
Nr. 125. Gerade so wie dort gelangt man zu folgender 
Regel ^) : 

„Ist auf Ng ein Tangcntens extup el gegeben 

(14) bl = 0, 

*) Diese sagt also (ef. pg, 45) gcoinetrisnh einfacli ans , dass die za 
61 en Tai gentsnEextnpel (14) von N geliovige 'J> erhalten wird als 
üiihtlllungsoui 'e fler in Bezug auf N ge]>i!daten Polaren der PitnlctB 
der z m P nlitsextupel (14) von N gehörigen F oder IsürKer: „beide 
C r e d Bezug auf den Korinktgelselmitt reciprolt." und dies let 
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SO findet mau die Gleichung der auf jV^ ruhen- 
den und mit N^ das Tauge nte ii s ex tup el (14) ge- 
mein habenden Curve dritter Classe cS^, wenn 
man zunächst die Gleichung der (dualistischen) 
-F„ bildet 

(15) hl = 0, 

und dann in dieser d i e S u b s t i t u t i o n e n v o r n i m m t : 

(lö) a^ = %, n^ = — 2t(^, Q^=u^.'' 

Daher wird die Gleichung der gesuchten $g : 

(17) 3>, = i^ «^ — 6 6, w^ Wj + 3 \ {ul n^ + 4 u^ m^) 

— 5^ (12 u^ Mj ^[^ -j_ 8 M*) + . . . = Ü, 

wühreiid die auf das Punktaexiupel a^ bezügliche F.^ lautete: 

(18) -J^s = «s ^2 + 3 «B a^ ^, + 3 (»^ (x\ x^ -\- x^ a;') 

-Y a^{^ x^x^x^-\- t}^) ^ . . . . = 0. 
Die bilineare Invariante von .F^ und "S^ ist wieder iden- 
tisch mit der der binären Formen (wie man auch ohne 
Rechnung ganz wie in Nr. 125 schliesst), und man hat*): 

^)„Die bilineare Invariante zweier binären 
Formen sechsten Grades((t^, ix) '^'' itle n tisch mit 
der zweier ternären Formen dritten Grades, die, 
= Ogesetzt, eine i*'g, resp. Og darstellen, dieeinen 
(sonst beliebigen) Kegelschnitt tragen resp.auf 
i h ra r n h e n , u n d ni i t i h ni d i e g e g c b c n e n Ö e x t u p e 1 
«,,?*, gemein haben. 

Demnach bedingtdie Apolar ität der binären 
Formen die der ternären und umgekehrt." 

Durch Anwendung dieses Satzes auf mehrere (auf 
dem Normkegelschuitt dargestellte) solche Formen aj^, «i^j . ■ . 

*) Ceber aio Veiallgom eine 1-1111;; dieses Satzes cf, Cap. III. 
W. Pr. Msjsr, Apoluu-ltüt. 1^ 
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und die zu ihnen conjugirten Gruppen erhält man 
ohne Weiteres: 

ß') „Ist auf einem Kegelschnitt :p eine ji-glie- 
drige Grappe sechsten Grades 

(19) i,«.^ + i^a,^ + ...t^»^,(|.= l,2,.. .0) 
nebst der zu ihr conjugirten v (•/ t= 1 — |i) -glie- 
drigen Gruppe: 

(20) l( 6„ + t; 6,^ +. . . . !( S,^ 
dargestellt, so steht die {j,-gliedrige Gruppe der 
Ciirven dritter Ordnuu g F, (die N^ stützen und aus 
N^ die Punktsextupel (19) ausschneiden) zu den 
v-gliedrigen der Cur ven dritter ClasaeOj (die auf 
N^ ruhen und mit N^ die Tangentensextupel (20) 
gemein haben) in der Bezieh ung, 
dass sowohl die Gruppe F^ die vollständige die 
Gruppe "tnebstNj stiUaende Gruppe, 
als die Grupp e $^ die vollständige auf der Gruppe 
fg nebst ^^ruhendeGruppe ist." 

Dies wird gleich nachher auf die Polvielflache -einer 
Curve F (Jie einem auf der letzteren ruhenden Kegelschnitt 
9 umbeschrieben sind) Anwendung finden. 

142. Drei Punkte der Ebene (x) (j/) (s) bilden be- 
kanntlich ein Poldreieck (oder ein in Bezug auf die Curve 
conjugirtes Punktetripel) einer Curve dritter Ordnung (1), 
wenn sie der Bedingung genügen 

(21) a^^ = 
d. h. wenn die nach den Punkten polarisirto Porm (1) ver- 
schwindet. 

Für unsere besonderen Curven F^ (8) (oder (11) (13)) 
wird dann aber die Unke Seite von (21) identisch mit 
der Form 
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(9) «, 
weno man unter den x^, y^, s^ die homogenen symmetrischen 
Funktionen der resp. Argumenten paare (X, \) {X^ XJ (X^ X^) 
verstellt. 

Nennen wir daher ein Sechsseit (a b c cl e f) dann ein 
Polsechsseit einer ebenen Curve dritter Ordnung, wenn alle 
Punktetripel der Form 

(21) (ah)icä){ef) 
Poldreiecke der Curve sind, so haben wir mit Eück sieht auf 
die Symmetrie von (9) in den sechs Elementen X: 

y) „Irgend ein in Bezug auf eine einen Kegel- 
schnitt 9 stützende Curve dritter Ordnung F,^ 
conjugirtes Punktetripel(Poldreieck) bestimmt 
(mittelst der drei von ihm an (f gehenden Tan- 
gentenpaare) ein Folsechsseit der Curve F^" oder 
anch: „ein solches Punktetripel zieht hsm« weitere 
gleich er Ar tnach sich, die alle, dem Typus (21) ge- 
mäss, demselben öechsseite angehören." 

„Es giebt eine Go^^'-Schaar solcher cp umschrie- 
benen Polsechsseite von F , 

Die bezüglichen Tangente nsextupel (auf 9) 
stellen dieganze zum Schnittpunk tscxtup el von 
F^ und cp conjugirte Gruppe dar." 

Fünf Seiten eines solchen Polsechsaeits kann man als 
Tangenten von 9 beliebig annehmen , dann ist die sechste ein- 
deutig bestimmt und zwar nach Sata (ß') durch folgende Con- 
struktion ; 

Man construire diejenige Curve dritter Klasse 'S>g, die die 
gegebenen fünf Seiten berührt, und auf der Curve F^, sowie 
auf 9 ruht. Diese hat mit N^ eine sechste Tangente gemein, 
die die gewünschte sechste Seite liefert. 

Ebenso wie sich der Satz (ß') an (ß) anschloss, so kann 
15* 
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man aiiuli hier den Satz (y) für eine ganze Gruppe von 
Curven F^ formuliren, analog dem Eaumsatze (yj) N r. 128, Dies 
bleibe dem Leser überlassen. 

143. Der Übergang von den Polaechs- zn den PoH'ünf- 
und -vierseiten von F,^, die 9 umbeachrieben sind, läuft gleich- 
falls znnäciiBt den Entwicklungen von Nr. 129 ff. parallel. 

Wird eine Seite des Polsechsseits einer F^ mibestimmt, 
ao entstellt ein Polfünfseit, d. li. ein solchea, in dem jede Seite 
die gemischte lineare Polare je zweier Gegenecken des 
von den vier übrigen gebildeten Vierseits ist. 

Wird wieder eine Seite dieses Polfünfaeita unbestimmt, 
80 resultirt ein PoMeraeit, für das je zwei Gegenecken mit 
jedemPunkte der Ebene ein Poldreieck bilden, oder ein so- 
genanntes Paar oonjngii-ter Pol e der Fg sind. Dann zer- 
fällt der Polarkegelschnitt jeder Ecke in ein LinJetipaar, dessen 
Doppelpunkt die Gegenecke der ersten iat. 

Umgekehrt bestimmt irgend ein Paar conjngirter Pole 
nach 8atz (y) ein ip umschriebenes Polvieraeit von F^. 

Dann durchlaufen bekanntlich die Gegenecken aller dieser 
Polvierseite die Hesse - Steiner 'sehe Curve von F^ und be- 
stimmen auf der ersteren die zur letatei'en gehörige Hease- 
Steiner'sche Correspondeuz, 

Wir köunen daher im Folgenden von der ausgedehnten 
Theorie dieser Correspondenz Gebrauch machen, um sie für 
die uns in teressir enden Apolaritäts Verhältnisse der binären Form 
sechsten Grades und der bi quadratischen Involution fruchtbar 
zu machen. 

Rückwärts wird dann dadin-eh wieder die Raumthcorie 
des |. 25 gefördert werden. 

144. Zunächst gilt der zn Satz (x)(Nr. 129) analoge Satz: 
S) „Die Seiten der einem Kcg clschni tt 9 um- 
schriebenen {cKi" linearen) Schaar der Polfünf- 
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aeite, resp. d e r (cß Min ear e ii) S ch aar {In vol uti on) 
derPolvieraeiteeiiiercpstützenden und aiisydas 
Sextnpe! f — «x ausschneidenden F^ sind durch 
die zur Gruppe der ersten resp. zweiten Polaren 
von/^conj g te Cr ppendargestellt." 

Desgleiihe nogen de den Sätzen (X) (p) {<7) (x) cnt- 
sprecbeiKJen Sitze he einen zusammengezogen werden: 

a).,Est'e jiri/enfiein Tripel vonposi- 

tiven ganz Z h I e n (0 i n c 1.) , das d e i- B e d i ii g u n g 
genügt 

(2ä) m^ -)- 2 m^ + 3 m^ == 6. 

Sind dann m^, m^, m^, tp nmsebricbene Sechs- 
Fünf- Vi er seit e gegeben, so cxistirt eine b e- 
8timnitei''g,für die dieselben Polseito sind, und 
welche cp stützt. Die Bestimmung dieser Cnrvc 
F^ geschieht so: 

Man denke sich alle (ao", co\ «>* linearen) 
Schaaren von Curven dritter Classe O^ aufge- 
stellt, die den gegebenen Scclis-Fünf-Vierseiten 
einb eschrieh en sind und anf rf ruhen. Diese $ 
bilden, zusjunmcngefasst, eine sechsgliedrige 
Gruppe. 

Dann ist die gesuohteF^ diejenige, die alle 
diese ^^undsuglei eh ifstütst.'^ 

144. Die Gleichung (31) (Nr. 133) 
(23) Hg = 
stellt hier den Ort der Punkte dar, von denen ein solches 
Tangentenpaar an den Kegelschnitt cp geht, das zugleich ein 
Seitenpaar eines (rf umschriebenen) Polvierseits von F^ ist d. h. 
(23) ist die Gleichung der Hesse-Öteitier'schen Curve von F^, 
was mit der bekannten Darstellung zusammenfallt. 
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Ihre Schnittpunkte mit 9 siniJ durch «Jas Verschwinden 
der CoYariante H (Nr. 126, (23)) dargestellt. 

In Folge dessen lautet der dem Satze ;r (Nr. 134) paral- 
lele Satz; 

cp) „Man gehe von irgend einem Soxtupel If au f 
einem Kegelschnitt 9 aus. Dann gehen einmal 
durch dasPunktaextupeliffünfCurveu H^, die zu 
cp in der Beziehung stehen, dasses einfach unend- 
lich vieie cp um- und H^ ein beschriebene Viersoite 
giebt. 

Diese Vierseite sind Polvierseite von fünf 
weiteren CurvenJ^g, die9sttltzeu. 

Diese Gurven i^^ und H, stehen in der Bezieh- 
ung', dass jede der CurvenHdie 11 esse- Stein er- 
sehe einer bestimmten ihr zugeordneten JF,^ ist. 

Die fünf Gurven J'g seh neiden aus 9 fünf Sex- 
tnpel aus: diese sind diejenigen, die alledaeSex- 
tupelifale Covariante £f besitzen. 

Die fünf Schaaren von Vierseiten stellen auf 
(p die füufInvoUitionen (vierten Grades) mit den- 
selben sechs Doppelelementen Hdar." 

145. Wir kommen nunmehr zur canonischen Form der 
Curven F^ und Hj, die in den damaligen Entwieklungeu 
(Nr. 137 ff.) ihr deutliches Vorbild hat. 

Ist die Form f ^" ai wieder als Summe von Potenzen 



(24) f_^I,k Q.—a.f {i = 1 bis 6 resp. 5 resp. 4), 
eo wird die zugehörige Form a nach einfacher Rechnung: 
(25) 0^= 2 Äj(pu aj" — p, a^-\- pj (a^ a'^— a^ x^ -f- c^) (t^ a? — i^ a,^ -f- t^) 
wo die pj a, 1 die frühere Bedeutung haben: mithin die 
Gleichung von F : 
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(26) a'^ = S \ {s^ u] — s, a. 4- sj *) = 0. 

Dabei waveii die «^ die Argumente der dem Kegelschnitt 
tp (den F. stützte) umachriebenen Polseclia- resp. -fünf- reap, 
■ vierseite von F^ 

Umgekehrt hat also der Kegelscluiitt 9 mir den Beding- 
itngen zu gentigen, auf if^g zu ruhen, d. h, man kann als 
Kegelschnitt 9 irgend einen des auf F^ „ruhenden 
Gewebes" nehmen. Dieses ist aber bekannterraaasen das 
Polarkegelschnittgewebe einer bestimmten Curve dritter Klasae 
<E>g **) d e r „a s s c ii r t e n" C u r v e von F^. 

Demnach haben wir: 

yj) „Die bekannte Darstellung der Gleichung 
einer allgemeinen, beliebigen Curve dritter 
Ordnung als Summe von 6, 5, 4 dritten Potenzen 
erscheint hier in dem Lichte, dass dieCurvebe- 
zogen gedacht wird auf die P olsechs-f ün f-vier- 
seite, die irgend einem der Polarkegelscbnitte 
ihrer aasociirton Curve um beschrieben sind. 

Dadurch wird sie geradeziiidentischmitder 

*) Dio Klammerfaktoren, deren dritte Potenzen in (S6) auftraten, sind 
evidenter m aasen die linken Seiten der Tangenten Rj des KsgolschniUs o. 

**) Dies ist die bekannte Curve 

n ^ 9T -. TE = 
cl 1] e VorleöuntjBn lun CleliBdi Lindemann über Öejnetr c Bl 11, pg. 577, 
Ich nenne sie die au F^ aasociirte nach dem Voigang lun Battaglini 
(<*ulle toime temaiie siEigatiohe In Memououm Dom Clielini) 

Mit Rücksiolit auf de eingehende Behandlung *^' dei Ciirven dritter 
Ordnung im ApolautätsBinn bii Clebsoh Lindemann Batlaglini, sowie weiter 
bei Pusanoa Em Weyi "^ Kaiitui u A ist die re]t:tentwii.klviag eine 
etwia gedi Ingtcie gewoiden 

Insbesondere sei a it die wiohtiffc Abhandlung \on Ecisanes Ober ein 
Rincip dl Z oiimn, algcl laitchm 1 nimen Celles Jiuuil Bd. 76, 
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bekannten Darstellung der binäfen Form seclisten 
Grades (die die Schnittpunkte der gegebenen Curve 
mit jenem Kegelschnitte auf dem letzteren dar- 
stellt) als Summe von sechs, fünf, vier sechsten 
Potenzen." 

146, Dagegen fällt die sich hieran anschliessende canoiiische 
Form der Curven H^ geradezu mit der in Nr. 138 gegebenen 
(36) zusammen, so dass sie hier nicht wiederholt zu werden 
braucht. 

Bekanntermaasen gehören zu einer beliebig gegebenen 
Curve dritter Ordnung H^ drei andere, deren Hesse'sche sie ist, 
sowie drei Kl^sencurven, die Caylej'schen jener drei, die Um- 
hilllungBcurven der Verbindungslinien je zweier (den drei Hesse- 
Steiner'sciien Correspondenzen gemäss) sich entsprechender 
Punkte der Cnrve H^. 

Somit gilt der zu (yf) parallele Satz (ef. Nr. 52) : 

yj') „Die bekannte Darstellung der Gleichung 
einer allgemeinen beliebigen Curve dritter Ord- 
nung H als Summe von Produkten von je drei 
linearen Formen (die alle Gombinationen 0ti 
dreien von sechs*) resp. fünf reap. vier solchen 
Formen rep ras en tir en) und die auf dreierlei 
Weise möglich ist, erscheint hier in dem Lichte, 
dass man die Curve bezieht auf die Polsechs- 
-fUnf- -vier Seite einer der Curven F^, die H^ zur 
Hesse'schen Curve besitzen, die irgend einem 
der Polar k egelschnitte der assoeiirtcn Curve 
11 mbesch rieben sind etc. wie in (ri). " 

147. Das Verschwinden der Invariante J3 (vierten Grades) 
von f (24) war die Bedingung, dass sich f als Summe von nur 

*) Man nehme jetzt in Formel (3Q) (jNv. 1S8) den liirles i wieder von 
1 bis 6 resp. 5 resp. 4, 
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drei (seclisteu) Potenzen darstellen liess. Dann geht aucli in 
der PoteriKdarstellung von F^ (26) der Index i nur von 1 bis ü, 
desgleichen in der zugehörigen Darstellung von H^, d. h. H^ 
zerfälU in drei Gerade, ilie ein t^ umschriebenes Poldreiaeit 
von F^ bilden. 

Dann ist bekanntlich das Doppelverhaltniss der Curvo F^ 
ein aeqnianharmonisches und es muss die Invariante S derselben 
verschwinden. In der That überzeugt man sich sofort, dass 
diese mit der Invariante B von f (bis auf einen Zahlenfaktor) 
identisch ist. 

148. Herr Em. Weyr''ö> hatte den Satz aufgestellt; 

„Ist auf einem Kegelschnitt eine Tangenteriiiivolution 
vierten (w'"") Grades gegeben, ao sind ihre Vier()j)seite einer 
bestimmten Curve (« — 1)'" Ordnung einbesch rieben." 

Diesen Satz können wir jetzt zunächst für den einfachen 
Fall w = 4 in erweiterter Gestalt so aussprechen : 

V.) „Ist auf einem Kegelschnitt 9 irgend eine 
Tangenten Involution vierten Grades gegeben, so 
giebt es eine einzige G^{F^, für die die Involu tioiis- 
vierseite Poivieraeite sind, und eine einzige 6'^ (IIj^) 
(die Hessiana der ersten), denen d ie Vierseite einbe- 
schrieben sind. Die erste C(-Fg) stützt {ist apolar zu) 9. 

Ist irgend eines der Vierseite gegeben durch 
(27) o^ =0, h^ = 0, c^ = 0, <\ = 
9 ist i-'j darstellbar du rcii: 

(28j « («^)' + ß {b;f + r {cj + ä {dj = 
u n d Hg durch: 

(wo ■/.. B, (ak) die Determinante der Formen a^, b^, c^ 
ist)." 
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Ganz in derselben Weise werden wir zu t!em allgemeinen 
Satze (cf. Cap. III) geführt *) : 

5Cj) Stützt eine Curve )»'"■ Ordnnng J''^ (der Ebene) 
einen Kegelschnitt cp, so iässt sich die linke Seite 
ihrer Gleichung durch lineare Substitutionen der 
alten variabeln in die neuer (X^-j-X^), (X^ A^) in die Ge- 
stalt (in der Gordan'schen Schreibweise) 

(30) «x^, v^ 
bringen, wo f = r/-" =: die Schnittpunkte beider 
Curven darstellt. 

Es giebt unendlich viele 9 umschriebene Pol- 
(2 n) {2 n—l) . .. (2 «— p) "Seite der F {und zwar eine 
^Mn-ql-i lineare Schaar von (2 w — q) Seiten 
(9 ^ 0, 1, . . 11—1}], deren (auf cp) zugehörige binäre 
Eormon die zu den q^"' Polaren von f conjugirte 
Gruppe bilden. 

ImSpeciellen giebt es eine Tnvol ution (« + i'™) 
Grades von (« -j- 1) Seiten, die einer «weiten Ourvo 
»"' Ordnung (H^) einboachrieben sind. 

Dann gehört zu jeder Curve.?"^ (bei gege- 
benem 9) eine einzige H^ und umgekehrt zu jeder 
Curve H^ nur eine ii"^^. 

Ist die binäre Form/ irgend wie alsPotenz- 
summe dargestellt 



*) Wegen des Falleg n = 5 vergleiche die Ärbaifen"'' von Lürath' und 
Scherrer'. Ev iimfasst diejenigen Cui-ven vierter Orünuiig, für die eine Dar- 
stellung ihrer Oleiohang als Summe von fünf Biquadraten möglich ist. 
Dazu ist liekanntlicli das Ters oh winden einer gewissen Invariante seolisten 
Grades erforclerlioh. 

ftiliig, wie sich in Kajj. III ergeben wird. 
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(31) /'=SÄ. (X— a/" 
so gellt F über in die Form 

(32) F^^ ~I.\ (s^ 0.1 — s, «j + sp" = I.\A.-^0 
wo A. = die Tangente von 9 im Punkte 
X = (Xj ist. 

Die z n g e Ji ö r i g e C 11 r v e H ist d ji n 11 immer als 
Summe von Produkten von jo »der vorhandenen 
(2 n—q) linearen Formen darstellbar etc. etc. 

Geht man umgekehrt von einer beliebigen 
Tangen teninvolution (w + l)**" Grades auf cp aus, 
30 giebt es eine einzige F , für die die Invo- 
lutions(M -j- I)aeit6 Pol(w -\- l)3eite sind und eine ein- 
zige H^^ denen dieselben einbeschrieben sind. 

Die erstere Curve trifft cp in dem (2n) "''^ 

dessen («. — ^1)''^ Polaren die zur gegebenen Invo- 
lution conjugirte Gruppe bilden, und die zweite 
trifft cp in dem (2)i)'"^'' der D pp e lel emen tc der 
Involution etc. etc." 

149. Kehren wir zurück zu den Curven dritter Ord- 
nung, ao möge der Zusammenhang zwischen den Curven F^^ 
und Hg noch in folgender Weise ergänzt werden. 

Dem entsprechend, daas zu einer Curve H^ (bei unbe- 
stimmtem cp) drei Curven F^ gehören, giebt es bekanntlich 
auf Hj drei Arten von Hesse- Steiner' sehen Correspondenzen 
d. s. drei Arten von zweifach unendlich vielen ihr einbe- 
schriebenen Vieraeiten und zwar so, dass irgend zwei Punkte 
der Curve eine solches Vierseit bestimmen. 

Wendet man den Satz von Rosanes (Grelle Bd. 76 I. o. 
pg. 328): 

-Irgend zwei einer Curve dritter Ordnung ein- 
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beschriebene VierseUe sinri einem bostimrateii Ko- 
gelaclinitt urabeschrieben," 

auf zwei Vierseite derselben Art (für die Cnrve H^) an, 
so ist läatnit der Kegelscbiiitt cp und zugleich auf ibm die 
Tangenteninvoiution vierten Grades bestimmt, dadurch aber 
die eine der au Hg gehörigen Curven F . 

150. Wir haben schon einigemal von dem Satze Ge- 
brauch gemacbt (wenn er auch erst später bewiesen wird), dasa 
es, wenn man sich eine Involntion vierten Grades durch ihre 
(sechs) Doppelelemente gegeben denkt, fünf zugehörige In- 
volutionen giebt. Das Analogen zu dem Satze pg. 211 lässt 
sich hier ohne Weiteres aussprechen: 

X) Durch sechs Punkte eines Kegel sclinitts ^ 
gehen flinf Ciixven H^, denen fünf Curven F^ je ein- 
deutig zugeordnet sind. 

Die einer Curve Hg ein- q; umbeschriebenen Pol- 
vierseite der entsprechenden Curve F^ bilden die 
eine der fünf Involutionen auf cp, deren Doppel- 
elemente die Argumente der sechs gegebenen 
Punkte sind. 

Benützen wir des Weiteren die Eigenschaft, dass man 
die sechs Doppelelemente auch ersetzen kann durch irgend 
sechs pjlementen paare der Involution (cf. Nr. 187 ff.), so haben 
wir die Erweiterung des letzten Satzes (X): 

Xj) *) Durch irgend sechs Punkte in der Ebene 
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eines festen Kegelschnitts ^geht ein Qiiintupel von 
Curven dritter Ordnung H^, das aus dem Kegel- 
schnitt die Doppelelementenaextupel von fünf In- 
volutionen vierter Ordnung mit sechs gemein- 
samen Elementenpaaren ausschneidet. 

Diese sechs Elementenpaare sind die Berühr- 
ungspunkte der Tangenten paare der sechs gege- 
benen Punkte. 

Diesen fUnfOuvven II^, sind fünf Curven F^ ein- 
deutig zugeordnet etc. 

Je zwei Punkte einer Curve H^, deren Elementenpaarc 
(auf ip) ein Quadrupel der augehörigen Involution bilden, sind 
conjugirte Punkte derselben. 

Und endlich, mit vorläufiger Heranziehung des uiiheren 
Zusammenhangs awischen solchen fünf Involutionen vierter 
Ordnung erhält man: 

X^) Je zwei der fünf Curven B.^ haben noch drei 
weitere Punkte gemein, je drei noch einen. Daher 
giebt es solcher weiteren gemeinsamen Punkte 
(Elementenpaare) noch sehn, die den fünf Curven 
(Involutionen) in der Art angehören, wie die zehn 

Daher liefert die Abbildung von Ebeue auf Fiäcliü dritter Ordnuug 
folgenden interessanten Satz: 

meinen rationalen Raiimcurvo sechster Ordnung geht ein die 
Oiirve berührendes Ebenenpaar. 

Dann giebt ea fünf Involutionen vierter Ordmine, <li« 

Blemeiitenpaaren besitzen. 

Die fünf zugehörigen Doppelelement ensextupel werden 
aus der Curre von den Ebenen eines PentaedsvR uuage- 
BChnitten, das der einzigen durch die Ciirye goliendcn Flilcbo 
dritter Ordnung einbeschvieben ist.'- 
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Eckpunkte eines Pentaeders i3cn fünf Ebenen der- 
selben. Und daraus folgt: 

Jede der fünf Curvon (Involutionen) enthält 
noch sechs der weiteren zebn Punkte (Elementen- 
paare), die drei ihr angehörige Quadrupel (d. i. drei 
conjugirte Pimktepaare auf der Curve) bilden. 

Hier brechen wir vorläufig die Anwendungen aufCurven 
dritter Ordnung ab, u\si erst durch weitere Untersuchungen 
über die Involutionen vierter Ordnung ein reichhaltigeres Ma- 
terial zu gewinnen. 

Die direkte Übertragung der Raumaätze des vorigen 
Paragraphen auf die Theorie der ebenen Curven dritter Ord- 
nung und tnngekehrt ist in den wichtigsten Fällen angegeben: 
ea kann daher die weitere Durchführung dem Leser Uber- 
lassen bleiben. 

Im nächsten Paragraphen betrachten wir die Involution 
vierter Ordnung imter dem Gesichtspunkt der ychnlttpunkt- 
formeugruppe einer rationalen ebenen Curve vierter Ord- 
nung und bringen sie dabei vornehmlich in Zusammenhang 
mit der quadratischen ein- eindeutigen Involution der Ebene. 

§■ 27. 

Die rationalen Curven vierter Ordnung in der Eheiie t\iid die 

quadratische Tpansformation. 

151. Wir haben die biquadratische Involution iiuf der 
Nornicurve zweiter und dritter Ordnung studirt; es möge 
auch noch die der viei-ten und (soweit es nöthig erscheint) 
der sechsten Ordnung zu Grunde gelegt werden. 

Doch sollen beide nicht in den ihnen eigentlich zukom- 
menden Räumen (von vier resp. sechs Dimensionen), sondern, 
ganz in der Weise des §. 24, im ternären Gebiet betrachtet 
werden. Dies geschieht für den ersten Fall einfach so 
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Auf der Normcurve vierter Ordnung 

(1) px = m^ \' ii = Q,y,.. 4) 
iielimen wir drei (linear unabhängige) Pnnktqniidrupel 

(2) <p,(l), f/X), <p,(X) 
au. Jedts derselben liegt auf einem bestimmten Gebilde 
(Raum) 

(3) i(j^ =: 0, M^^ = 0, u^^ = 0, 
die eine Gerade gemein haben. 

Von jedem Punkte der letzteren geht ein„Raum-"quadrupeI 
an die Curve, dem als Argumente auf der letzteren die 
Wurzeln einer Form a-^ resp, ö;^ etc. zugehören mögen. Uann 
bilden alle diese Quadrupel, wie aus den g§. 1, 2 hervorgeht, 
die au den Formen (2) conjugirte Involution 
(4) a-^ + Äöx- 

Projicirt man nun die Curve mittelst sänuntlicher durch 
die Gerade (3) gehenden „Bäume" auf eine Ebene, so ge- 
langt man zu einer rationalen Curve vierter Ordnung (R^, 
rcsp. P^ etc. oder einfacher auch B,, P etc.): 
(5) Oä,, = .p,(X) (i = 1, 2, 3) 
deren Schnittpunkttheorem durch 

(6) a^ =0, h^= 
gegeben ist (wo a^, h^ durch Polarisation von öj^^ h^ (4) nach 
vier Elementen X^, X^, Xg, X^ entstehen, d. b. wo a-^, b^ die zu 
(5) gehörigen linearen Scbnittpunklformen sind). Dann sind 
die in den X linearen und symmetrischen Grössen s. nichts 
Anderes, als die im ursprünglicheu Räume den Punktcoor- 
dinaten x dualistisch gegeuüberstebenden (contra gredienten) 
„Raum-"coordinaten, Wir drucken die gegebene Umformung 
in dem Satze aus: 

a) ^Die Betrachtung der biqua dratiscben In- 
volution {resp. der zu ihr conjugirten Gruppe) au 
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der biquadratisuheii Normcurve wird ersetzt durch 
die der SohDittpiiiiktforraen einer ebenen ratioualcu 
Curve vierter Ürdiuing' (U, P, etc.)." 

152. Die Gleichungen (6) beziehen wir wieder, wie in 
Nr. 45 ff. auf einen (zunächst noch beliebigen) Normkegelschnilt 
einer Ebene, auf dem wir den Parameter X der Curve Jf aus- 
gebreitet denken. Dann gilt nach den früheren Entwicidungen 
(Nr. 46 ff.) der Satz : 

ß) „Die Gruppe (2) stellt sämmtliohe dem Xorm- 
kegelschnitt umschriebene Polvieraeite der Kegel- 
schnitte und (damit ihres Büschels) 

(7) al — 0, hl = 
dar, die ihn stützen und aus ihm die Punktqua- 
drupei (4) ausschneiden." 

Aus der Entstehung der Formen (7) aus (6) (cf. Nr. 46) 
folgt dann sofort, dass die vier Grundpnnkte des Büschels 
(7), vermöge ihrer an N gehenden Tangentenpaare X^ |ij 
(•i = 1, 2, 3, 4), den Doppeltangenten der Curve B ent- 
sprechen d. h. den vier Quadraten quadratischer Formen, die 
sieb in der Gruppe (2) vorfinden. 

Geht man umgekehrt von einem beliebigen Kegelschnitt 
cpaus, 30 befindet sich in einem beliebigen Kegelschnittnetae 
evidenterniassen (wegen der Linearität der Bedingungsglei- 
chnngen in den Ooefficienten) immer ein Büschel von solchen, 
die cp stützen ; wählt man dasNetaso, dass seine Individuen 
alle durch drei beliebig gewählte Punkte gehen, so bestimmt 
das in ihm befindliche cp stützende Büschel eindeutig einen 
vierten Grundpunkt. Denkt man sich diesen consti-nirt, so 
kommt man durch dieselbe Construktion offenbar von je drei 
dieser vier Punkte immer zum vierten. 

Da aber sowohl zwischen irgend vier quadratischen 
(binaren) , als zwischen irgend vier der Gruppe (2) ange- 
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hörigen bi quadratischen Formen eine lineare Identität besteht, 
Bo gilt der Satz *): 

Y) „Durch irgend drei quadratische (binäre) 
Formen ist im Allgemeinen stets eine vierte ein- 
deutig b e s t i m m 1 j sodass sowohl z w i a c h e n d i e s e n 

') [Es finden sicli die EesiiJtate der SStze f) 6) e) und einiger 
weiteren auch im Wesentliehen , wenn, auch ganz anders abgeleitet , in 
der wählend des Dinckee erscliienenen Abhandlung des Herrn Brill; 
„0eber binäre Fonnen und die Gleiohnng eeohelen Grades" Math. Ann. XX. 
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vier Formen, als zwischen ihren Quadraten je eine 
lineare Identität besteht. 

Bezogen auf irgend einen Nor mkegelschnitt 
9j s t e i 1 e n d i e d r e i g e g e b e n e n F o r m o n i r g e ii d d r e i 
Punkte in der Ebene desselben dar. Dann stellt 
dievierteForm einen viertenPnnktdar, der mit 
den drei ersten ein ^ stützendes Kcgelsclinitt- 
büschel bestimmt. 

Die Involution, die das letztere auf if aus- 
schneidet, stellt die Schnittpunktformen einer 
Curve iJdar, deren Doppeltangenten die Wurzeln 
der vier quadratischen Formen zu Argumenten- 
paaren haben etc. etc. 

Geht man umgekehrt von einem beliebigen 
KegelschnittbUschel aus, sohat der zu gehörige 
Kegelschnitt cp nur den beiden Bedingungeu zu 
genügen, aufdem gegebe nen Büschel za ruhen." 

Der Inhalt dieses Satzes ist aber eines weit einfacheren 
Ausdrucks fähig. Denn dem 9 stützenden Kegelschnittbüschel 
gehören drei Linienp aar e an, A ß^ (i = 1, 2, 3), Ein solches 
trifft aber cp (cf. pg. 106) in zwei zu einander harmonischen 
Puoktepaaren oder die Geraden A, J5. sind in Bezug auf w 
conjugirt. 

Daraus folgt sofort; 

y,) „Die vier quad rat i sehen Formen lies Satze a 
(l") stellen, auf irgend einen Kegelschnitt 9 be- 
zogen, stets ein FolvierecJc desselben dar, und 
umgekehrt." 

Die Umkehrung gut , weil (cf. 1. c.) ein in Bezug auf ip 
conjugirtes Linienpaar stets einen 9 stützenden Kegelschnitt 
darstellt: zwei solcher Linienpaare (die nach dem Hcsse'schen 
Satze cf. pg. 87 zugleich ein drittes solches, mit den ersten die 
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Gegenseiten eines vollständigen Vierecks bildendes 
bestimmen aber ein tp atützeudea Kegelachnittbüschel. 

153. Die Verbindungsgerade zweier Punkte, denen die 
quadratischen Formen <^, / zugehören mögen, trifft den Norm- 
kegelßchnitt in dem zu i^, ); harmonische}! P;i;ii- d. i. der 
Funktioualdeterminante beider. 

Demnach treffen die aeehs Seiten des Polvierecks von cp 
diesen Kegelschnitt in den sechs Funktionaldeterminanten, 
die aus den vier quadratischen Formen zu bilden sind. 

Andrerseits kommt diesen sechs weiteren Formen auch 
für die Cnrve E eine einfache Bedeutung zu. Sie stellen die 
Tangentenpaare dar, die von den Ecken des üoppeltangenten- 
vierseits der Curve noch ausserdem an sie gehen. 

Denn die sechs Tangenten , die von irgend einem Punkte 
in der Ebene der Curve i? an sie geben , berühren sie in den 
Doppeleiementen der bi quadratischen Involution , die das 
Strahlbüschel des Punktes aus R ausschneidet. 

Geben von dem Punkte zwei Doppeltangenten der Curvc 
aus (mit den Arguraeutenpaaren (]j, )(), so ist die Involution 
gegeben durch 

(8) 4,' + ix" = 
und demnach ihre Doppelelemente durch *): 



(9) 



1«*' 


«4.' 






«4, 
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1Ö4, Die sechs KLinktionaldetermiiianten stehen weiter 
Icn vier ursprünglichen Formen in einer einfachen Bezieh- 
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ung, zu der man durcli passende AnwemJung- von t|T.mdra- 
tisuhen Transformationen auf die Curve B gelsmgt. 

Zuvor beweisen wir den Satz : 

S) „Die Funktionaldeterminante der Iiivolii- 
tion (4) stellt die Wendepunkte der Curvo dar/' 

In der That, man setze in den Gleicliungen (6) drei der 
Argumente X gleich und eliminire daa vierte. 

Wir gehen jetzt für den nächsten Zweck lieber von der 
zu K duaÜHtiechen Curve aus, einer rationalen ebenen Curve 
sechster Ordnung 5* mit sechs Spitzen und vier Doppelpunkten; 
die letzteren seien bezeichnet mit D^, D^, B^, J)^. 

Dann geht bekanntlich durch eine quadratische ein- ein- 
deutige involutorisehe Transformation T^ mit den Fuudamental- 
punkten J)j Dg D^ die Curve S in eine von gleicher Ordnung 
und Art „S^" Über. Dabei bleiben die Argumente der sechs 
Spitzen und des vierten Doppelpunktes unverändert: dagegen 
treten nach voriger Nummer an Stelle der Argumenten paare 
der drei Doppelpunkte D^ D^ D^ ihre bezüglichen Funktional- 
determinanten. Daraus folgt bei wiederboHcr Anwendung 
des Satzes y) : 

5) „Bestimmen drei quadratische Formen 
9j, 9^, cpj eine vierte cp^ so, d a s s zwischen ihren vi er 
Quadraten eine lineare Identität herrscht, so 
findet eine solche auch statt zwischen den Qua- 
draten von ^1 (i = 1, 2, 3, 4) und denen d e r F u n k t i- 
onaldeterminanten der jedesmal restirenden 
drei Formen," 

155. Excurs, An diese auf die Curve Fi, in obiger Weise 
ausgeübten Transformationen ^'. knüpft sich eine für die biqua- 
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dratische Involution höctst wichtige Entwicldung. Eigeatücli 
zwar gehört sie in die Theorie der allgemeinen ebenen 
rationalen Curven sechster Ordnung R^, soweit sie mit der 
bl quadratischen Involution verbundeu ist. Da indess die ge- 
meinte Entwicklung von der speziellen Natur der Curve S fast 
iinabhäQgig ist, so möge sie gleich hier im Wesentlichen vor- 
weggenommen werden. 

Die Verbind ungsgerade der Doppelpunkte Z)j .D^ (tpj, fp^) 
der Curve S schneidet nach Nr. 153 aus S das Panktepaar aus, 
das durch die Funktionaldeterrainaiite von tp^, tf>^ (bezeiulinet 
mit 9j^) gegeben ist. 

Für eine allgemeine M^ sind bekanntlich statt der sechs 
Spitzen sechs weitere Doppelpunkte A vorhanden (r ^ 1, 2,. ..6) 
und die Punktepaare if .^^ hören dann auf, gerade die Funkti- 
onal(5eterminanten von cp., ip^ zu sein, sondern sind irgend 
weiche anderen sechs quadratischen Formen. 

Im TJebi'igen denken wir uns auf der Curve iS^ gerade so 
einen Parameter ausgebreitet, wie auf S resp. M^. Den Dop- 
pelpunkten A, mögen die Argumentenpaare fl»^ zugehören. 
Dann zeigt die Figur der Curve R^ unmittelbar : 

e) „Die vier Strahlhüsehel der Doppelpunkte 
B schneiden nebst dem einen durch sie be- 
stimmten KegelschnittbilschelZJaus der Curve 
fünf biquadratische Involutionen mit denselben 
sechs Elementenpaaren S>^ au s." 

Diese fünf Involutionen fassen wir näher in'a Äuge : erst 
später soll gezeigt werden, dass ea keine weiteren mit derselben 
Eigenschaft giebt, sowie dass die sechs Elementenpaare O^ 
ganz beliebig angenommen werden dürfen. 

Durch eine der vier Transformationen T^ reproduelren sich 
die fünf Involutionen und zwar bleiben die durch die drei 
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Stralilbüsuliel 1) , D , D^ erzeugten uiiv er ändert, während die 
vom Strahlbüschel D und vom Kegel seh iiittbüschel J) be- 
Btimmten sich vertauschen. 

Sj) „Unterwirft man die Curve iJ^ den vier*) 
quadratisclien Traust'ormatiotieii T. (deren Fiinda- 
mentaldreieoke von je drei der vier Doppel- 
punkte ^j gebildet sind), soerhält man vier neue 
Curven M^ derselben Art, für die immer sechs 
ihrer (zehn) Doppelpunkte dieselben Arguraen- 
tenpaare besitzen wie die sechs ursprünglich 
ausgewählten (A^). 

Die so erhaltenen fünfCurven bilden einen 
Oyclusin der Weise, dass durch den angegebenen 
Transformati onsprocess aus jeder die vier übri- 
gen hervorgehen. 

Die Argumentenpaitre der fünfmal vier 
weiteren Doppelpunkte bilden zusammen die 
zeiin weiteren (je zweien noch ausserdem ge- 
meinsamen) Elementenpaare der fünf Invo- 
lutionen. 

Die fünf Involutionen sind auch durch die 
fünf Involutionen dargestellt, die dio fünf 
Kegelschnittbüschel D aus den fünf Curven M] 
ausschneiden." 
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Involutionen gemeinsamen Elementenpaare bestimmt werden 
sollen, für eine der fünf Curven R^, etwa die gegebene, 
irgend zwei reap. drei der Strahlbüachel D^ dsiraufiiin zu 
untersuchen. 

Nun haben offenbar die beiden Involutionen 7)., D^ noch 
auBserdem die drei Elementenpaare (p^, cp^, tf^^ gemein : sowie 
die drei Involutionen D^, D^, D^ das eine Paar cp^. Dies liefert 
mithin sofort die erste Ergänzung des letzten Satzes : 

Eg) „JoEwoiderfünfInvolutionen haben noch 
(ausser den sechs gemeinschaftlichen Elemen- 
tenpaaren $) drei Eleraentenpaare gemein, je 
drei noch eines. 

Daher reduciren sich die 3. 10 weiteren 
solchen Elementen paare auf 10, deren jedes drei- 
mal auftritt, d.h. diese zehn weiteren Paare ge- 
hören den fünf Involutionen in der Art an, wie 
die zehn Eckpnncte eines Pentaeders den fünf 
Ebenen desselben." 

Endhch enthält jede der fünf Involutionen sechs der zehn 
weiteren Paare; z. B. Z). die Paare cp^, ^,j^; <{i^, ^j,; f^^, 9j,^. 
Diese bilden drei Quadrupel der Involution und wir haben : 

Sj) „Die zehn weiteren (theilweise gemein- 
samen) Elementen paare der fünf Involutionen 
lassen sich auch in fünf Sextupol anordnen, so 
dass jedes Paar dreimal auftritt. Jedes der So x- 
tupel bildet drei Quadrupel einer der Involu- 
tionen. 

Diese Sextupol entsprechen also dcnGogen- 
eck en.d es voll ständigenVicrsoits, das auf irgend 
einer Ebene des Bild-Pentaeders von den vier 
übrigen ausgeschnitten wird." 

Dieser Excnre möge vorläufig genügen. 
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Ucborträgt man diese Entwicklungen imtei Vor\tf(.t,n ihme 
des Hülfsaatzea , dass es ausser den besprochenen tftnf Invo 
kitionen keine weiteren (mit denselben seehs Llementenp^1ren") 
giebt, auf die Curve if, so erkennt man, dths dimit die Auf 
gäbe, die Zahl der biqu ad rati sehen In^ohitionen mit den 
selben Doppelelementen *) nebst dem Zu«aiiiraenhan^ 
unter ihnen zu erforschen, im Wesenthchen erledigt ist 

Eine partielle Ausdehnung der Zahlverh iltnisac luf In 
voliitionen beliebiger Ordnung mit denbelben Elementenptiiieit 
findet man Kap. IIL 

Ehe wir uns aber zur Eigur des Pohiciecks (Satz fil 
zurückwenden, möge noch ein Zweifel beseitigt werden, den 
man erheben kann, ob man nemlich berechtigt ist, die Funkti- 
onal deter min ante zweier bt quadratisch er Formen als eine ganz 
allgemeine Form sechsten Grades aufzufassen. Allerdings 
hängt die Involution vierten Grades von ebenso viel Con- 
stanten (nemlich sechs) ab, wie die Gleichung ihrer Doppel- 
eleinente: es könnten aber eventuell zwischen den Coeffici- 
enten der letzteren Gleichung Relationen stattfinden, die sie 
zu einer spet-.iellen Gleichung sechsten Grades stempeln 
würden. 

Die Funktionaldeterminante einer Involution (4) lautet 
entwickelt : 

{10)0 = J^\x\^ +3(i''?.ZJ^„ + a?,'[i*(3j3^j + 2 p^.^) 

wo die^ij. die bekannten Verbindungen (ah)^^ bedeuten. 

Zwischen diesen herrscheu bekanntlich drei Kelationen 
der Form : 

wo i, h, l, m irgend vier der Zahlen 0, l, 2, 3, 4 sind. 

*) Fftr diese ist der erwähnte Hülfaeata durch Hluweis auf dns 
Stepbifflos'sclie Eeauliat of. pg. 341 snm. erselzbar. 
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\.n^ len iunf mo Jülich en Eelihouen liPsei Ait 1 aiiii mAn 
irgend diei auswählen duin setzen sich lie heilen Ubiigen, 
wie m% sich ieicht üherzeugt Imeir lus )enen anftiinmen 

Alle ^oust denkhaien Rektionen awisdien leii /) musien 
da z. B zwi'ichen den b p lei Peiation (11) nui diese eine 
Bedh gung btatthit auf diese diei ■»ut^ewihlten zuiidc 
t'ührhav sein. Wir wählen etwa die, in denen der lieihe nach 
der Index 4, 3, 2 nicht auftritt. 

Dann kann man z. B. die folgenden p: 

Po,' Pnv Paa' Pn' ^si' -^V ^n 
als unabhängige homogene Grössen auffassen. Denn es giebt 
keinen Index, der in einem der ß nur einmal aufträte, so 
divsa zwischen irgend sechs dieser Grossen eine der KeJa- 
tionen {llj nicht existiren kann. 

Aus den eistin dei diei ausgewählten KeUtionen kann 
dann ji^^, und aus den beiden folgenden j^^^, p^^ eindeutig 
durch die übrigen ausgedrückt werden. 

Denkt man sn.h jetzt die Coefficienten a, h variabel, 
so enthält jeder Coefficient in (10) eine unabhängige Variable 
q. e. d. 

156. Wir kehren nunmehr zu den vier Formen cp^, die 
den Doppeltangenten von B, angehörten, zurück und fragen, 
welche (canonische) Gestalt die Form J (10) annimmt, so- 
bald man die Faktoren einer der Formen tp^ als iieue homo- 
gene Variable einführt. Seien diese (X — £.) (k — i;,); setzen 
wir demnach 

(l:^) r = X-E., [i' = X— 7), 
so wird die Doppeltangente (s. 7].) dadurch zur Doppeltaogeute 
(0, CO ). Die Einsetzung in (T) liefert dann : 
(13) a^ — 0, 0^ — und damit p^^ = (r = 0, I, 3, 4). 

Damit geht J (10) über (wenn wir wieder X, fj. 
schreiben) in: (14) 
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wo man noch etwa p^^ durch die übrigen in (14) vorkom- 
menden p ansdriicken kann. Dies liefert den Stcphanos- 
Bchen Batz (of. Oomptes Rendne Dec. 1881): 

ö »t)ie Frage nach Aer Zahl und Natur <!er 
biqiiadratischen Involutionen mit gegebenen festen 
Doppelelementen {J ~ 0) ist identisch mit der 
Frage nach der Zahl und Natur der verschiedenen 
linearen Substitutionen (12), durch die J^in diejenige 
canoniache Form übergeht, in der die Coeffi- 
cienten des /weiten und vorletzten Termes ver- 
geh winden." 

157. Wir combiniren jetzt die für die Doppeltangenten D^ 
der Cnrve M (d. h. ihre Argumente npaare '^^ erhaltenen 
Resultate mit der bekannten^^' Entstehung einer solchen Curve 
aus einem Kegelschnitt mittelst einer quadratischen Trans- 
formation T. 

Sei ein Kegelschnitt cp gegeben nebst drei Punkten (seiner 
Ebene), die, bezogen auf ihn, dni-ch die Argumentenpaave 
4",^ i:; (\i^'k) ('" = If 2) ^) bezeichnet seien. Dits Dreieck der 
Punkte sei Fundamentaldreieck einer (sonst vorläufig be- 
liebigen) Transformation T, 

Dann ist das Bild von q) eine Curve M, mit den Doppel- 
punkten in den Ecken des Dreiecks. Von ihnen gehen an 
die Cnrve M die Tangenteiipaare tl*,. ^ (»,,' ^k^' ^^^ Argu- 
mentenpaare der Doppelpunkte selbst sind die bezüglichen 
Funktionaldeterminanten der i{) ("l^j^). 

Durch die Ecken des Dreiecks gehen vier tp doppelt 
berührende Kegelschnitte: die Paare der Berührungspunkte 
sind durch die Formen ^^ gegeben und die vier Kegelschnitte 
gehen vermöge T in die Doppeltangenten von R über. Dies 
möge vor der Hand genügen. 
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Man betrachte jetzt auf dem Kegelschnitt cp (als Klassen- 
curve) tiiejenige projektivische Beziehung, der die drei Paure 
(a., &.) als Paare angehören. Solcher projektivischer Bezieh- 
ungen gieljt es noch acht, da noch in jedem Paare das Ele- 
ment a dem ersten System nnd b^ dem zweiten oder umge- 
kehrt angehören kann. 

Diese acht Beziehungen theilen sich aber in zwei gleiche 
Gruppen von je vier, wo die zweite aus der ersten hervor- 
geht, indem man in jedem der drei Paare a^ &. die Hollen der 
Elemente vertauscht, wodurch sich nur die Bezeichnungen; 
„erstes und zweites System" vertauschen. 

Die eine der beiden Gruppen ist dargestellt durch das 
Schema (i, h, l = 1,2, 3) 

((«i^i) (\K) (^^)] 
mh) KV (^«i) 

\(a.b) (b^a^) ib^a)\ 

Bekanntlich durchlaufen die Punkte, von denen Tan- 
gentenpaare einer projektivischen Beziehung an einen Kegel- 
schnitt cp gehen, einen zweiten Kegelschnitt, der den ersten 
doppelt berührt *). 

*) Andrerseits stüUt e!n beliebig gewühlter Kegelschnitt 
» nebst einer projektiTischei. Beziehung (linearen Trans- 
foimitDnl SPinei Elamente aul ilim die allgemeine leciprtke 
VeiwandtBohatt in der lubene dar 

Denn wählen wji o als UidnungekegelBohnitt, eo ist durch die fcege 
bono Beziehung em zweiter (Klassen) KeoelEohnitt 1> bo=tijn nt lu o 
zweimal beiührt und umgeLehit 

Znei Eolohe Bich doppelt berührende Kegelschnitte ■<ind hekanntlichSS) 
stets die Fundament alkeg eis oh nitte einei lecipjoken Veiwindtsclntt u umg 
d ii die Oiter der Punkte leep treradtn, lieien jn der Veiwandtsohaft 
entsprechende Geiade lesp Punkte mit ihnen in(,ident sind 



(15) . 
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Daher muss für jede der projektivischen Beziehungen 
(15) der zugehörige Kegelschnitt durch drei feste Punkte 

Zugleich werden dann dadurch die Elemoiite von tp und <!• selbst 
projektiviseh auf einandür beaogen. 

Es möge für den canoniseheu Fall, dass ip zum Normkegelaclinit N„ 
gewählt wird 

(!) 'ix^x.^ - -.cl = i. e. p-i:,, = 1, ?s^, = 2 l, ?r.^ — X^ (cf. pg. 43) 
und die gegebene projektiv! sehe Bezlekung 
(!) !■ = .1 
ist (also die Doppeleleinente 0, m liesitat) die Eeclmung durcligefiihrt werden. 

Datin ist der Kegeleohnitt '& von der Form. 

I id PS 1 nlelt icli um le Begehung iwisch naß 

De all^eme ne lilmeare lorm Itien Vi.iE.chn ulci lie allgemeine 
leciproke VelW3ndt'leh^lt darstellt wiid lui A, als Ol diiungs find amental 
kegeiachuitt folgende einfachere 

Soll anderoraeits de Klassenfundameutalksgelacbnitt dei Vetnandt 
ocbaft niit (3) zusammen fallen bo veracli winden Z^j und I ^, und f4j «ird 
(i'jiCui/.^Z;^!!— rCj j(j + 3'a;'o(*~'''os)^^'' iiitl ^i'^ dualistisoli adjungirteFoi-m: 
(ß) »<,«BV-''i''i^oa(*-*«2) + "»''«t'' -'■».) = ''■ 

(G) ja = .«S ^^ . «.. 

Irgend einem Punkte i", (Ij) von Ä^ entsprielit eine durch ihn gehende 
Gerade. Ihr aweiter Sehiiittpunkt mit A'.^ ist der nach (2) dem Punkte X^ 
entsprechende Punkt X\. Die Gleichung der Geraden wird wegen (4') 

(7) x^ k^^ 1\ — 2x^ X^ + a-g (4 - ?-■„,) = 
und ihr mit N^ cemeinaames Punktepaar; 

(8) v^ (4 - /(„^) - 4 . X, + ^;„3 X] :Z [V - 1,) {'' (4 - l'^^) — X^ /.„,} = 0, 

0) . = 7 ^"^ "'"i 
'-Vi 

(10) [i = , "/,-, 
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gehen und tf doppelt berühren. Dies liefert mit Berück- 
sichtigung des über die Transformation T Gesagten ; . 

7j) „Gegeben sei eine Curve B: von den drei 
Doppelpunkten mögen die Tangeiitenpaare (a. b.^=^i^^ 
an sie geben: die Argumentenpaare flei- Doppel- 
tangenten seien (s^ i]J ^ 9^ (Ä ^ 1, 2, 3, 4). 

Dann sind die vier Paare ^j. die Doppeieiemente 
der vier (überhaupt möglichen) proj ektivis eben 
Beaiebungenj denen die drei PLuire >.]). iils Paare iiu- 

Durch irgend einen Punkt P einer DoppeU 
tangente D^ gehen immer zwei solche Kegelschnitte, 
dass ihre drei weiteren Schnittpunkte in den Dop- 
pelpunkten von li liegen, und die zugleich li be- 
rühren. 

Die Berührungspunkte sind ein Paar der D^ 
angebörigen proj ektivi scbe n Beaiehnng." 

Und in Hinsicht auf Satz y^) kann man unser Resultat 
beiläufig als einen Satz aus der Theorie der proj ektivi sehen 
Beziehungen aussprechen: 

Tj^) Es giebt vier verschiedene projektivisobe 
Beziehungen, denen drei feste Paare («^ b^) =z ({'i 

In öoi That fallen die beiden muh (10) einem Heitli ß enttpiecliBiideii 
Weillie ffli p = 1 au-ainmen Dann nhn wiid auch « = 1 und ea fallen 
A'g iinJ '5 zueanimpn (d li * wird = N ) und die pioj^ktivifloha Be 
Eiehung auf N^ zm Identität Das ist abei bckanntln,h dei Fili des Pühi 

Beflachtet mm in dei allgemeinen VeiViaQätfcObftft eioeo beliebigen 
Punkt P, als Punkt des eisten Sjsteme, und gehen yon jhra die Tangenten 
{d, i,i au A'. so entsprecben diesen in dei piojektmiclipn Bcsiehnng 
BWisehen den Elementen von N^ und O auf O anei I' mlae d^ I die 
Gerade {da („) ist dann die Pj entspiecheude Giciads 
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als Elementeiipaare angehören. Ihre Doppelelc- 
meute_ seien durch die Paare (s^^ t)J = tp^ dargestellt. 

Zwischen den Quadraten dieser Formen <f^ 
herrscht eine lineare Identität. Coiistruirt man sechs 
weitere Paare, die Funktionaldeterminanten der tp^^, 
so stellt jedes Paar cp^^ mit den drei dieser wei- 
teren Paare, die den Index fe nicht enthalten, 
wiederum die D o p p e 1 e 1 e ni e n t e von vier p r o j e k- 
ti viscii en Beziehnngen dar, die drei gemeinsame 
Paare besitzen. Oder kiiraer: zu vier projek- 
tivischen Beziehungen mit drei gemeinsamen 
Paaren geliören noch vier Gruppen von vier Be- 
ziehungen derselben Art. Jedes Doppelelemen- 
tenpaar tritt zweimal auf, so dass es deren im 
Ganzen zehn giebt. 

Die fünf Doppelelemeotenpaarquadrupel ent- 
sprechen den Ecken der fünf Tetraeder des 
Bild-Pentaeders der Involutionen vierter Ord- 
nung mit gemeinsamen D oppelelementen etc. etc. 

Zu den drei (einfach unendlichen) Schaaren 
von projektivischen Beziehungen mit drei festen 
Doppclelementenpaaren cp^, 9^, ^^ gehört stets noch 
eine vierte mit dem Doppelelementenpaar cp^. 

Dann giebt es drei bestimmte Paare {«. b.)=: !f., 
80 dass jede der vier Bezieh ungsschaaren eine 
Beziehung aufweist, der diese drei Paare als 
Elementenpaare augehören etc. etc." 

158, Im Folgenden soll die 'IVansformatiou T in direkte 
Verbindung mit dem Schnittpunkttbeorem einer Ourve R (6) 
gebracht werden. Diese Verbindung ist schon implioite im 
Satze (ß) enthalten. 

Denn es ist bekannt, dass die iu Bezug auf ein Kegel- 



y Google 



Die Reye'scho Apolaritüt ni.d diu Normcnvven. 255 

sclinittbüschel conjugirten Punktepaare nichts anderes sind, 
als die Punktepaare einer Transformation T, deren Einheits- 
punkte in den Basispunkten *) des Büschels liegen und deren 
Fundamentaldreieck das gemeinsame Polardreieck des Büschels 
ist; und umgekehrt lässt sich jede ein- eindeutige, involu- 
torische, quadratische Transformation in dieser Weise auf- 
fassen. Wir nennen sie kurz die Transformation des Büschels, 
Dann kann man Satz (ß) auch so aussprechen: 

ß^) „Es sei irgend ein Kegelschnittbüschel 
gegeben und damit seine Transformation T. Sei 
dann tp irgend ein auf dem Büschel ruhender Kegel- 
schnitt, so sind die sämmtlichen Punktepaare 
von T ersetzbar durch die sämmtlichen Gegen- 
ecken aller (oo^) cp umschriebenen Polvier seite 
des Büschels." 

Wird :p zum Norm k egelschnitt gewählt, so ist imige- 
kebrt ein solches Büschel durch 

(3) 4 = 0; ö" = Ö 
und die Transformation T durch 

(6) «^ =: 0, h^ = 



In der That werden ja die Formen (6), wenn ms.u die 
S. durch die beiden Reihen u^ c^ a^; z^ x^ x^ ersetzt, zwei 
in diesen Reihen bilineare symmetrische Formen , die durch 
ihr Verschwinden immer eine lYansformation T^^l feststellen. 

Wir denken uns die Ebene des Büschels (oder auch 
von cp) zunächst als eine ganz beliebige, mit der der Curve 
E nicht sieh deckende, 

159. M'ählt man das Polardreiecl; des Büschels zum 



*) Wir neuneii daher umgekelitt dna Büscliel das „Einheit 
von T", seine Berfalleuden Kegelsolmiite, wie gewBhnücli, die nEinheits- 
geradenpaare von T". 
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Coordiüatendreieck, so ist die Transformation T immer in 
der canonisclien Form darstellbar 

(i6) pa;,j/, = v, (i = 0, 1,2) 
wo die Vj noiih beliebige Constanten sind. 

Dann ist die Gleichung für das Paar dei- durch den 
Punkt (x. =^ x^ = 0) gehenden Ei nh ei ta geraden von T 
(17) Xl\ — xly. = 0. 
Da der Kegelschnitt cp 

(18) .' = 
auf dein Einheltsbüsehel von T i'iihcn soll, so gelten die 
Eelationcii: 

(19) ,.^ = v, "J" i;^=^: 
'/.} „Die ganze 8chaar der nach Satz ß) zu 
einerindercanoniachenForm gegebenen Trans- 
formation T (9) gehörigen Kegelschnitte ^ ist 
dargestellt durch 

wo die « variabel sind." 

Mithin ist die Gleichung des vom Fundamentalpuiikte 
(x. = 0, x^ = 0) an einen KegeUcImitt ff (18) gehenden 
Tangentenpaares : 

(20) xf \ — 2x^ x^ «., + xl v^ ^ 0. 

Wegen der Bedingung (12) ist dieses Paar zum Ein- 
heitsgeradenpaar (10) harmonisch. 

Wir nennen diejenige Strahleninvolution (zweiten Grades) 
des Fundamentalpunktes, für die seine Einheitsgeraden Doppel- 
strahlen sind, „die Hauptinvoiution des Pcmktes", sowie einen 
Kegelschnitt 9 einen „Grundkegelschniit von T" und haben*); 

*) Ändreraei-fs sagt Satz Yj) JB'^t aiis, clasB jadav Kegel aclmitt, für den die 
Einheitspiinkte von T ein Polyicicck liildeii , ein Gnindkogoisdinltt von 
:i^ i.t. .tod „mg. 
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X) »Die zwei Bedingungen, denen ein Grund- 
kegelschnitt 9 einer Transformation T zu ge- 
nügen h.at (nemlicli auf dem EinhettabÜBcliei 
von Tzu ruhen) lassen slcli auch dahin angeben, 
dass die von den Fundamentalpunkten von T an 
(p gehenden Tangentenpaare den bcK. Haupt- 
iiivoi« tionen angehören.* 

Ist dies daher ftlr zwei Paare der Fall, so auch für das 
dritte, wie. bekannt, umgekehrt folgt aus Obigem sofort, 
dass bei beliebigem Grandkegelschnitt <f (11) und bei 
beliebigem Fundamental- (und Coordinatendrelock) die be- 
zügliche Transformation T die folgende ist: 
(21) p^,^, = a... 

ItiO. Die Construktion dea einem gegebenen Punkte 
vermöge einer Transformation T entsprechenden Punktea ist 
bekannt, dagegen möge hier mit Benützung der Sätze Nr. 49 
cf. auch Nr, 125, 127, 136 eine andere Eigenschaft eines 
Punktepaares von T zur Sprache kommen. 

Die Elemente eines solchen Paares bestimmen immer 
ein einem Grnndkegel schnitt cp umschriebenes Polvierseit des 
Einheitebüscbels (für das sie zwei Gegenecken sind). Dai-aus 
folgt: 

|i-) „Greift man irgend ein e n d er Grundkegel- 
schnitte 9 einer Transformation T heraus, so 
bestimmen zwei vermöge Tsich entsprechende 
P u n k t e (v e r m Ö g e i h r e r T a n g e n t e n a n cp) ein 9 u m- 
achriebenes Vieraeit. 

Dann ruht der diesem Vierseit einbeschriebene 
und auf cp ruhende Kegelschnitt Jiugleieh auf 
dem ganzen Einheitsbüschel von T, Oder: 

Denkt man sich nur den einen Punkt gegeben 
(mit den Tangenten t^, t^ an 9), so giebt es einen 
bestimmten Kegelschnitt, der t , t^ berührt und 

W, P.-.M.y«,.,Avotarim, 17 
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aiif <p und dem Einheitabüschel von T ruht. Die 
zwei weiteren Tangenten, die dieser mit ly gemein 
hat, treffen sich in dem dem gegebenen vermöge 
T entsprechenden Punkte, etc." 

161. Nunmehr gehen wir siiir Ausfüliruiig des Nr. 158 
angeregten Gedauliens. Vermöge der Gleichungen (7) (8) 
repräaentirt jedes Punktepaar von T, bezogen auf einen Grund- 
kegelschnitt 1^, oder auch jedes cp umschriebene Polvierseit 
des Ei nheitsb lisch eis von T ein Pnnktquadrupei einer Curve 
B (mit dem Scbnittpunkttheorem (8)) auf ge i le L e 

Jeder Fundamentalpunkt von T bildet n t e e be 
liebigen Punkt der gegenüberUegenden Funda ent 11 e e 
Paar von T, mithin sindj wenn von den F la nentilpu 1 te 
die Tangentenpaare (a. ß.) an cp gehen, dies 1 e A t, n ente 
paare der drei Doppelpunkte *) von P. 

Umgekehrt ist bekanntlich bei behebiger Annahme dieser 
drei Paare eine Curve B, (nebst allen collinear in sie über- 
ftihrbaren) völlig bestimmt, wie es im Einklang mit der 
Schi ussbe merk uug von Nr, 159 sein muss. 

Dagegen treffen jetzt die Seiten des Fundamentaldreiecks 

«) Dies eiliiilt seine Bestätig im g tlmch die an ^l "iö 115 anknüifende 
Eigfinaung Die Dmlieitsgeraclenpaaie Bolmeileü aif dem ICegelsclinitt m 
harraonieohe Qimdiupel aus, mithin sind Jip Iptztcieu dmoh die C-lBH,huiig 
dritt™ Qndes m l et roimel (7)i 

j K + ' \ - "' 

J '"1 + 'i ''x) = ^0 - =./ + 5 (X-p * 
wo », fi das ia den beiden Paaien, die dii. Geladen des. beingliolien Cin 
heilBpaaiee ans f iiiisolmoiden, haimoiii^che Piai ist d h das von ihiem 
Doppelpunkt (Fundflnientalptiiiltt von f) an u gphendp Taugentoiipaai 

Dann abei lautet die beaugliM e Qleiel i Eg de? Solinittp u kttheaiems 
dei Cuive P icf F.jrmel b)) 

woiaus wiedLiuni lieiioigeht, das? a, p ein Dopfelpinlt dti CniTO P i'Jt 
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den Kegelschnitt cp in äen drei Paaren {Oj h.), die aiit 
der Curve B den Berührungspunkten der von den Doppel- 
punkten an sie gebenden Tangenten zugehöreii. 

Die vier Einheitspunkte von T rep rasen tiren, auf cp be- 
zogen, clie Argumenten paare der Doppeltangenten von B 
und die sechs Punkte J auf cp, in denen ein Einheitskegel- 
schnitt if berührt; die Wendepunkte von B. 

Iü2. Wir haben biBher mit zwei ganz verschiedenen 
Transformationen T zu thun gehabt, einmal die, durch die 
eine Curve B in einen PCegelschnitt überging (und die noch 
zwei Parameter enthielt): zweitens diejenige, die das Sclmitt- 
punkttheorem einer Curve P auf eine beliebige Ebene ab- 
bildete mit Hülfe eines beliebigen Kegelschnitts cp und eines 
beliebigen Fundamentaldreiecks (wodnrcli sie dann aber ein- 
deutig bestimmt war). 

Wir lassen nunmehr die beiden Ebenen von 
T zusammenfallen (nnd denken una in dieser Ebene 
die CurveniJ und P), ferner aber auch beide Trans- 
formationen T und zugleich beide Kegelschnitte. 

In der That sind die beiden Parameter der ersten Trans- 
formation so bestimmbar. Bekanntlich sind die drei Tan- 
gentenpaare von den Doppelpunkten einer Curve B an die- 
selbe Kugieich solche eines bestimmten Kegelschnitts K. 

Von einem Doppelpunkte .4. geht somit einnial ein 
solches Tangentenpaar (a. b.) aus: zweitens das Geradenpaar 
nach den beiden andern Doppelpunkten A^^ Ä^. 

v) „Wir wählen für jeden Doppelpunkt das- 
jenige Geraden paar zum Einheitsgeradenpaar 
(der Transformation T, durch die B iu einen 
Kegelschnitt K übergeht), das zu den beiden 
angegebenen Paaren harmonisch ist. Dann geht 
dieCurveiJgerade in tien Kegelschnitt Xübe r," 

In der That ist diese Bestimmung möglich, und zwar auf 
17* 
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nur eine Art. Denn zam Geradeiipaar A. A^, A. A^ iniiss 
das Einheitsgeradenpaar a priori harmonisch sein: die drei 
Eestbe dingungen kommen aber wegen Satz (X) auf nur zwei 
zurück. 

Dieser Kegelschnitt -S" ist datier sowohl das Bild der Curve 
R vermöge der so bestimmten „Gmndtransformation T", aJs 
zugleich für diese ein G rund k egelschnitt. 

Er heisse daher auch der ^Grundkegelsclniitt ip der 
Curve IR". 

Soll nun diese Transformation T zugleich das Sclinitt- 
punkttheorem der Curve R darstellen, so folgt : 

Tt) „Die Curven E uud P sind durch T ein- ein- 
deutig*) auf einander bezogen und zwar haben 
sich für beide die drei Paare (a. ß^) und die drei 
a n d e r n (tSj 6.) v e r t a. u s c h t. '^ 

163. Die Beziehung zwischen den beiden Curven R, P 
soll jetzt mit Hülfe des Kegelschnitts (p näher augegeben 
werden. Es ergeben sich so eine Reihe von Sätzen **) tUr den 
Grundkegelschnitt einer rationalen Cuvve vierter Ordnung. 

D 1 e B e 1 G 1 u n d k e y p 1 =! c h n 1 1 1 dient jetzt zu 
gleich als Noi inkegolschnitt, sodass die Eezeich 
nungen „I nnkt (X^ X^) Gende (l^ l^f \oIlig deutlich sind 

Nun entspudit iigend einei ranf,ente \on P (X X j^ ! J 

* Dil dann Emsclieii len Paiiiietein be 1p rationilen C iven 
ene blneiip Bea el i n„ PitjeUivitit ) ei t lit s 1 t mai leilaiiig 
den Satz 

„Eb fc eilt eine leatimnte pi leltniSLlie Bea el uii^ die iigeiid diei 
Llamentenpiai e in hie bea igliol en Funl tionaldeteiminanten übeifihit" 

Die Alt und 'Weise wie b ch die einzelnen Fnktoiei dieaei drei 
Formenpaaie entspiechen lolgt dorftu" liet emem Umlauf dei Cune B 
ein beBtimmtei L nlaaf lei C irve P entspricht 

*) Be ihiei Äbletiing Itonnte min lü lucli auf de Hei i Itiu]; 
dei Tiinflforraation 1 slleii bcBchnnlci 1» 1 cbp jn 1 u le f i P 
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ein vollstäncllges ((p iimschnebenes) Vieraeit von T, ßir das ein 
Paar Gegenecken aus den Punkten (XX) [r^ r^) besteht. Die 
den Punkten von ip vermöge T entsprechen den Punkte durch- 
laufen die Curve U: d. h. : die Beziehung zwischen E und P 
jgeuiLisB Satz (tc)} gestaltet sich genauer so: 

jc ) „D ie Punkte derCurveiJ(auf 9 bezogen) 
repräsentiren die Bestpunk tepaare der Tan- 
genten der CurveP und umgekehrt (und reeiprok, 
wenn man die Punkte von P auf ihren Grund- 
kßgelschnittbeziehen würde)." 

Dies wende man auf die Doppeltangenten von P an. 
Dann entsprechen diesen einmal vier Punktepaare auf R, 
andererseits vier Punktepaare auf 9 (und zwar gehen vermöge T 
die Elemente jedes Paares in einander über). Demnach setzen 
diese vier Paare die Schnittpunkte von B und cp zusammen : 

TT ) 5jDie acht Schnittpunkte einer beliebigen 
Curve R mit ihrem Grund kegelsch n itte theÜen 
6ichinvierPa.are<;pj5erArtj dass die vier Punkte 
f. (auf ^ bezogen) die Einheitspunkte der zur 
Curve M gehörigen Grundtransformation T sind.* 

Die Eigenschaften der Einheitspunkte von T liefern eine 
Reihe von specielleren Sätzen für B, die hier unterdrückt 
werden können. 

Wir gehen weiter zu den Wendetangenten von P. 

Nun ist es bekannt , dass eine beliebige Gerade von zwei 
Kegelschnitten des Einbeiisbüschels berührt wird und dass 
die Berührungspunkte stets ein Paar der Transformation T 
bilden. 

Da aber den Wendepunktsargumenten m auf P die Doppel- 
elemente der auf 9 durch das Einheitsbüschel ausgeschnittenen 
Involution entsprechen , so gilt ; 

7t) „Gegeben sei irgend eineCurveß. Daun 
giebt es sechs Kegelschnitte des Einheitabü- 
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scliels ihrer G r nndtrausf ormatioii T, die ihren 
Grundkegelschnitt q3 (in den Punliten w) berühren. 

Die Tangenten von cp in den Pu nieten lo werden 
von sechs weitere nKegelschii ittcndeslCiiih eit 9- 
bUschela noch an einer andern Stelle berührt 
(indenPnnliten W). 

Dieae Funkte IT liegen wieder anf der 
Curve E." 

Die sechs weiteren, von den Punkten W an cp gehenden 
Tangenten besitzen die Argumente )■ der Eestpunkte der 
Wendetangenten von P. 

7t^) Diese Tangenten r von ^ berühren aber 
die Cnrve M in den Punkten W, wie Jetzt gezeigt 
werden soll. 

Es giebt zwölf den Curven ü und cp gemcinBarae Tan- 
genten. Zu diesen kommt man so. 

Eine beliebige Tangente t von cp treffe M in den Punkten 
(tfj.^) (Tlij) (t{1.j|) (tji^), dann sind andrerseits die [a die Rest- 
punkte der vier Tangenten , die vom Punkte t der Curve P an 
sie gehen. 

Nun fallen von den vier ji d. h, von solchen vier Tan- 
genten nur in folgenden zwei Füllen zwei zusammen ; wenn 
der Punkt X von P : 

Erstens ein Doppelpunkt (a^ resp. b^, 

Zweitens ein Restpunkt r einer Wendetatigente w ist. 

Im letzteren Falle fällt auch der Restponkt fi, einer solchen 
Tangente mit dem Wendepunkt lo zusammen. 

Mithin sind die gemeinsanien Tangenten von H und :p 
(einmal die drei Tangenten paare a., b., die von den Doppel- 
punkten ausgehen und diese dienten ja gerade ursprünglich 
zur Bestimmung von cp: andrerseits) die sechs Tangenten r, 
die B in den Punkten (r, w) berühren. Dies ist aber Satz (n^). 

164. Es erhebt sich jetzt die allgemeine Frage: 
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Welche Eigenschaft haben drei Punkte auf if resp, P, 
die drei andern auf P resp. H in gerader Linie liegenden ent- 
sprechen ? 

Erst nach Beantwortung dieser kann man die Frage nach 
der Beaiehutig beider Curven als im Wesentlichen erledigt 
ansehen. 

Der erste Fall ist der einfachere. 

Man nehme drei Punkte J.^ X^, X^ anf der Ourve P in 
gerader Linie an. Ihre Tangenten an P schneiden drei Rest- 
piinktepaare aus; die diesen (nach Satz n^) entsprechenden 
Punkte der Cui-vc R werden gesucht (deren Bildpunkte auf 
9 eben die Argumente X^, X^, X^ besitzen). 

Dann müssen die Tangenten X^, X^, X^ von cp Seiten eines 
9 umschriebenen Poh'ierseits des Einheitshüsohels (von T) sein 
(cf. Satz ß). 

Dies liefert mit Hülfe des Satzes ([i) den folgenden : 

p) „Drei Punkten von P auf gerader Linieent- 
ep rechen zunächst auf qj drei Punkte, deren 
Tangenten (an 9) ein solches Dreisei t bilden, 
dass ihm ein Kegelsclmitt einbeach rieben werden 
kann, der auf cp und dem E i n h e 1 1 s b ü s c h e 1 ruht 
(und umgekehrt). 

Die diesen drei Punkten von (p vermöge T 
entsprechenden Bildpunkte auf M sind die ge- 
suchten, den bez. Punkten von? entsprechenden." 

165. Zweitens betrachte man drei Punkte ja^, jx^,, [tg von 
jR auf gerader Linie. Trifft diese 9 in dem Punktepaar i\^, i\^, 
HO gehören die drei von den gegebenen Punkten an qj 
gehenden Tangentenpaare der Involution (zweiten Grades) 
mit den Doppel dementen f]^, r\^ an. 

Pj) „Demnach suche man auf P solche drei 
Punktcpaare, die Paare einer auf P gegebenen 
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Involution (vj^, vj^) sind n ii d deren bez. V e r b i n d u n g b- 
geradenausserderaPberühren. Die Beruh riings- 
piinkte entsprechen tlann den auf M gegebenen 
drei Punkten jj.^, [i^, [ig (und umgekehrt)." 

Demnach reducirt sich die Erledigung unserer Frage 
auf die Tlntersucbung einer auf einer Ourve P gegebenen 
gewöhnlichen Involution tl. h. genauer der Verbindungs- 
geraden ihrer Punktepaare auf P. 

Da eine Gerade die Curve Ii in vier Punkten trifft, so 
haben wir zunSchst: 

(j) jlst auf einer C 11 rve P irgend eine gewöhn- 
liche Punkt! nvolutioii gegeben, so giebt es vier 
Tangenten der Curve, die ein Punktepaar der 
Involution (als R e s tp u ii kt e p aar) aus P aus- 
schneiden." 

Die weitere Untersuchung der von den Verbindungs- 
geraden aller Punktepaare der Involution (auf P) umhüllten 
Curve würde hier zu weit abfilhren; es möge genügen, das 
Hauptresultat, dessen Beweis sich ohne prinaipielle Schwierig- 
keiten mittelst des Schnittpunkttheorems von P führen läsat, 
hier anzuführen. 

o) „Gegeben sei auf einer Curve P die Punk t- 
invoUitio n mit den Doppel elem euten vj^, l^^. Dann 
umhüllen die Verbinduiigsgei-aden der Punkte- 
paare der Involution eine rationale Curve dritter 
Klasse I, 

Diese berührt die Curve P an sechs Stellen (b). 

Die bezüglichen Tangenten an P haben die 
Eigenschaft, d a s s der Berührungspunkt mit 
einem der Restpunkte ein Paar der Involution 
bildet. 

Die Punkte (6) sind zugleich diejenigen von 
P, für die die sie mit dem in der Involution eut- 
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B p r e c li e B d e n Punkte verbindende Gerade z\\- 
samraen fällt mit einer der beiden, für die von den 
drei RestpunkteL zwei ein Paar der Involution 
bilden. 

Ausserdem hat die Curve I nochdievieraus- 
geaeicbn eten Tangenten des Satz, es (cf), sowie die 
beiden Tangenten fj^, t}^ an P mit P gemein. 

Desgleichen hatdie Curvelnocb vier Punkte 
PmitP gemein, fürdiediebeiden von Pausgehen- 
den lind ein Puuktepaar der Involution (dasP nicht 
enthält) ausschneidenden Geraden c o i n c i d i r e n. 

Auf diese Weise setzen sieh die 16 gemein- 
samen Punkte und die 18 gemeinsamen T angeuteii 
zusammen, was das 8 c h e m a e r ! ä u t e r t : 
16 = 2. 6 + 4 
18 = 2. 6 -|- 4 + 2. 
Esgiebt eine Doppeltangente der Curve I, die aus 
P zwei Punktepaare der Involution ausschneidet. 

Dem entspricht, dassdie Gerad.e (i)|, vj^) der T- 
Ebene von zwei Kegelsohnitten des Einbeits- 
büsohels berührt wird, und daher die Berührungs- 
punkte ein Paarvon T bilden." 

Die Beziehung zwischen den beiden Curven P und I ist 
iiber einer höchst merkwürdigen Umkehrung fähig, auf die 
ich an andrer Stelle mal uäher einzugehen gedenke und die 
hier nur folgen dermaassen angedeutet sein soll. 

Da die Curve I rational ist , so läast sich auch auf 
ihr ein Parameter X in bekannter Weise ausbreiten. Dann 
gilt der Satz: 

oj „Es giebt eine bestimmte symmetrische *) 
Verwandtschaft zweiten Grades (a.|^ = a,..) 



*) Daher kann mnii die Form (32) auch so aclireibeii , dasa sie als 
L aweiten Graile in den Gr&ssea iX-f-[*)i (^[*} ersclieint. 



y Google 



266 I^ie ßeye'eehe Apulai-ltat und die Nurmcurven. 

(22) X' (a^,,, ]/ -]- rt„, |j. + aj -\- X {n^^ ]i' -]-- a^^ [i + ff,^) 

+ («,„ |x^ + «^, ti + «^J = 0, 
die auf die Tangenten von I angewandt, als 
Schnittpunkte der der Vorwandtaehaft ange- 
hörigen T a n g e n t e n p a a r e (X, n) wieder rückwärts 
die Punkte der Curve P oraeugt. 

Gebt man umgekehrt von einer beliebigen 
rationalen Curve dritter Klasse I nebst einer 
beliebigen symmetrischen Verwandtschaft (22) 
auf ihr aus, so gelangt man so zn einerCnrveP, 
für die es dann wieder eine bestimmte Involution 

(23) ». + «, (X + rt + S ''I» = " 
giebt, vermöge deren man nach Satz oj wieder 
zur Curve I zurückgelangt." 

166. Zum Sch5uss rimden wir unsere allgemeinen Be- 
trachtungen über das Verhältniss der Curven R und P dahin 
ab, dass wir letzterer, deren Lage bis dahin ganz irrelevant 
war, eine canonische Lagenform geben. 

t) „M ankann als CurveP (deren Schnittpunkt- 
theorem mit Hülfe des Grundkegelschnitt s tp k u- 
gleicb die Transformation T darstellte) diejenige 
Klassenc-aws P nehmen, die aus dem Grund- 
kegeleohnitt der Curve M, als K lassenke gel- 
sclinitt aufgefasst, vermöge der auT genau dua- 
listischen Traneformation T' hervorgeht." 

In der That erhält man dann eine Klassenciu've P, 
deren drei Doppeltangenten die Argumenten paare (a^ b^ und 
deren Restpunktepaare die Argumentenpaave (a. ß.) erhalten, 
was genügt, um sie slatt der ursprünglichen Ciirve P zu 
substituiren. 

Dann kann man das Verhältniss zwischen den Curven 
R und P BO formuliren ; 
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cp) „Ist in einer Ebene ein Dreieclc und ein 
beliebige !■ (nicht zerfallender) Grün dkeg eis chnitt 
f gegeben, so ist damit sowohl die Pnnkttrans- 
formationT gegeben, vermöge deren cp in die Cnrve 
R, als auch die Geradentransformation T', ver- 
möge deren rp in die Cnrve P übergeht. 

Dann stellt irgend ein Punktepaar von T 
(bezogen a u f 9) ein T it n g e n t e n q n a d r u p e 1 von P 
mit gemeinsamem Centrum und irgend ein Ge- 
radenpaar von T' (bezogen auf cp) ein Punkt- 
quadrupel von M auf gerader Linie dar. 

Speciell repräsentiren die Punkte von R die 
Resttangentenpaare der Punkte von P und die 
Tangenten von P die Restpunktepaare der Tan- 
genten von JJ," 

Oder kürzer: „Die Punkte von M resp. die Tau- 
genten von P repräsentiren, auf (p als ISTormkegel- 
schnitt bezogen, das Schnittpunkttheorem von P 
reap. M." 

167. Auf die grosse Zahl der beaondern Fälle, in denen 
die Curven M, P specielle Singularitäten aufweisen, soll hier 
nicht nilher eingegangen werden : nur ein Fall von beson- 
derer Wichtigkeit möge zur Sprache kommen, um die Be- 
trachtungen der Nr. 33, die damals von der Projektion einer 
cubischen Rauracuvve auf eine Ebene zuerst auf die qua- 
dratische Transformation der dort erwähnten Natur führte, 
jetzt in ein helleres Licht zu stellen. 

Besitzt nemlieh die Gurve P eine dreifache Tangente 
(cf. über die dazu nöthige Bedingung pg. 184), so ist der 
Grundkegelschnitt rg dem Fundamentuldreieck einbeschriehen 
(u. umg.), dann geht die reciproke Curve R in eine solche 
mit drei Spitzen über. 

In diesem Falle (und nur in diesem) existirt ein cp um- 
schriebenes Poldreiseit des Eiuheitsbüschels. Die Einheits- 
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geradenpaare werden iitibeBtimmt, wie ja auch daraus folgt, 
i^ass die Coefficienten von zt^, w^, u^ in der Klassengleichung 
von cp veracliwindeii (cf. Formel 21). 

Mithin ist die Transformation T erst nach Annahme 
eines beliebigen ihr angehörigen Puuktepaares *) bestimmt. 

Wählt man als solches den sich selbst entsprechenden Punkt, 
der den drei Veribindungsgeraden der Dreieeksecken mit den 
Beriihningspunkten der Gegenseiten angehört, so ist man 
damit genau auf die Transformation der Nr. 33 ge- 
kommen. 

Construirt man für jede Ecke zu der bez. Verbin duugs- 
geraden (in Bezug auf das Paar der bez. Dreiecksseiten) den 
vierten harmonischen Strahl, so sind die Eckpunkte dieses 
neuen Dreieclts die drei weiteren Einheitspuukte von T. 

Derjenige Kegelschnitt cp^, der diese drei vierten har- 
monischen Strahlen in den Ecken des Dreiecks berührt, ist 

'■*) läesitat die dreifaclio Taugciitc von P die Argumente o, ^, ■( 

Q.-\) Q.-\) (X-Xj) (l—l^) = i (X) 
gesetzt, so l.at das Solinittpimkitlieoi'em von P (lie Form (cf. Nr. I la): 

p, -!■(») + p^ m + Pa 'I'Ct) = ■ 

1, %) + 1, itP) + ;8 Hl) = 

Uei \\ lilLihhohkeit dei Grö&seii (p^)j^ entspiioht die "\\ ülkü lall t 
des iui 1 nrch nnzunehmenden Puiihtepaaiea Zwisoliem dicsci dusBeii 
und den Conetacten v doi I iinsfounation T beateben diei bjimeiie Be 
aiehiingen 

Tiotidem del G-iundl Bgelselimtt f lui die Tiansformatiou T dei 
hi 35 eine specinlle Lage hit aj tikennt man doch le cht d^it, Mch 
Jede ardeie Tianefoimation f ait sie (mit HUlfe einet speuellon Col 
lineatiun) ziiröckUlhien Irtsel donii es gilt dei' Sata: 

„Die allgenieinste quadratische ein- eindeutige, aber 

immer zusamine nse tuen aus jener apeoiellen Tran aformation 
t und einer allgemeinen ColJin eation," 

Dieser Sata liegt der Nr. 34 implieile zu Grunds. 
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wieder umgekehrt der G-rimdkegel schnitt einer bestimmten 
Transformation T , die das Schnittpunkttheorera einer Curve 
P mit drei Wendetangenten (also einer zur Cnrve R, die 
vermöge T dem Keg-elschiiitt 9 entsprach, gerade dualistischen) 
darstellt. 

Mit Hülfe des Satzes pg. 179 formuürt sich das Haupt- 
resultat für uuaei'n Specialfall so: 

t]j) „Die Transformation T der Nr. 33 ist das Bild 
des Schnittpnnkttheorems einer Curve P mit drei- 
facher Tangente {a ß y), für die einer der Doppel- 
punkte die Argumente {^, vj) besitzt, die zu (a ß y) 
aequianharmonisch sind." 

Sehen wir zum Schiusa noch, wie sich der Gang von 
der allgemeinen nicht-involutonschen T raus form ati 011 T au 
der letzterwähnten Specialtranafonnation T voliaieht. 

Die erstere ist bekanntlieh gegeben durch die Relationen: 

k. h. h, 

24) pa;. = -' = -' = -. '- . {i = 0, \, 2) 

' y. a. «.„ ^(1 + flj, iKj -|- (t.j x^ ^ 

wo die X resp. y sich auf die beiden verschiedenen Coor- 
dinatendreiecke (zweier ala verschieden gedachter, sich deck- 
ender Ebenen) beziehen. 

Durch diejenige ColSineation , vennöge der die Seiten 
des zweiten Dreiecks in die bezügiichcn des ei^sten hinein- 
falleu, entsteht eine involutoriscbe Transfomiation 'I': 

h: 

wo die 1;' noch ganz willkürliche Constauten sind. 

X) „Dieser zweifachen Willkürlichkeit ent- 
spricht einmal, dasa man als G r im dhe gel schnitt <p 
der Transformationen T (25) der Reihe nach jeden*) 

*) Es mag dabsi nooli einmal betont werden, dass daiiD (für jeden 
Ei iilioi Ispunkt) die Cocffluienten der Quadrate der u in der Klassengleiohung 
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dem ^-Dreieck einbeachriebenen wählen kann: in an- 
drer Hinsicht das zweifach ausgedehnte System der 
ColUneationen, die bei festem ^-Dreieck der Reihe 
nach jeden Punkt der Ebene zum Einheitsptiiiht der 
Coo rdi na teil hestimniiing machen." 

In der That ist bei fest gewähltem Kegelschnitt tp nach 
der oben mitgetheilten Construktion der Einheitspunkt be- 
stimmt imd iimgekehrt bei fest gewähltem Einheitspunkt der 
BiigehiJrige Kegelschnitt. 

Werfen wir dagegen einen Rückblick auf die Behandlung 
der Curven R in diesem §., so war das Eigenthtlm liehe der 
Betrachtungsweise im Wesentlichen folgendes. 

Wir haben früher (§. 2 ff.), als wir von einer festen, ge- 
gebenen Curve E d.h. ihrer Gleichung pa:. = (P|(X) ausgingen, 
die ausser den {11) Constanten der Cnrve noch drei weitere, 
die der Willkürlichkeit der Parameter verth eil ung auf der Cnrve 
zu Grunde liegen, enthielten, das Schnittpunkttheorem der 
Curve so abgeleitet, dass wir mittelst einer ganz beliebigen 
allgemeinen Coilineation acht Constanten der Curve eliminirtenj 
wie dies ja a priori vorauszusehen war. Demnach hängt das 
Schnittpunkttheorem der Cuitö nur noch von den (drei) ier- 
nären absoluten Invarianten derselben nebst denselben drei 
weiteren Constanten ab, wie die gegebene Parametergleichung 
der Curve. Die Elimination der letzteren ergiebt aber die ab- 
soluten Invarianten des ßchnittpnnkttheorems, oder nach den 
Entwicklungen des §. 11 die absoluten Invariant- Corabinanten 
der Gruppe der Schnittpunktformen. 

Demnach muss es immer möglich sein, mittelst des 
Schnittpunkttheorems und einer ganz bestimmten Colli- 



jedea Kegelachüitta lo vei-schwiiiiien, iiiit.liiii ilire Verbältniei 
(21) den Vertnltnisaen der // gleich Bind, imbestimmt, 
lioh siud. 
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neation umgekehrt zu der iirsprUnglicheiij festen Gurve 
(auch ihrer ganzen Lage in der Ebene nach) zurückzukehren. 

ü)) ^Dies ist aber im Laufe der Entwicklung in 
der Art geschehen, dass wir das Doppelpunkts- 
dreieck der Gurve It zum Fundamentaldreiect der 
durch das Schnittpunkttheorem der Gurve be- 
stimmten Transformation T wählten und als den noch 
verfügbaren Grund- (Norm-) Kegelschnitt derselben 
den Grnndkegelschuitt der Gurve. Dann ist die ver- 
möge T dem Kegelschnitt (:p entsprechende Gurve R 
gerade wieder die gegebene. 

Der Willkürlichkeit der Parameterbestimmung 
auf 9 entspricht vollständig die der analogen auf 2^ 
und umg." 

Natürlich ist dies nicht die einzige (eindeutige) Art der 
Reconstruktion der Gurve aus ihrem Bchnittpunkttheorem: 
man hätte 2. B. auch drei der Doppeltangenten, gerade wie 
oben die drei Doppelpunkte zu Grunde legen können. 

Man sieht, dass bei dieser unserer Auifassung die 11 Con- 
stanten der Gurve sich zerlegen in 6 -j- 5, von denen die 
ersteren auf die Lage dreier Punkte in der Ebene, die letz- 
teren auf die Lage des Normkegelschnitts gehen. 

Auf die merkwürdigen Beziehungen, die sich für die 
rationalen Curven höherer Ordnung (und im Räume etc.) bei 
weiterer Ausdehnung unseres Verfahrens zwischen reinen 
Argumenten- und reinen Lagensätzen ergeben, gedenke 
ich bei künftiger Gelegenheit näher einzugehen. 

Was endlich die acbon bekannte Theorie der Curven M 
(bes. vierter Ordnung) angeht, so verweise ich vor Allem auf 
die wichtige Abhandlung des Herrn Brill (Math. Ann. XII), 
sowie auf die Arbeiten^''^ von Em. Weyr: dagegen betreffs der 
quadratischen Transformation auf die LehrbüoJier wie auf die 
Arbeiten''^' von Rosanes, Asehieri, Battaglini. 
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Wir kommen nunmeLr zur letzten und wiclitigsteii Partie 
des zweiten Capitels, die die Involutionen vierter Ordnung auf 
den cubiaclien Rauracurven von Neuem aufnimmt, um die tief- 
eingreifendc Wichtigkeit der ersteren fiir die letztere wenig- 
stens in den HanptKügen darzulegen. 



Abschnitt IV. 

Die biquadratische Involution auf der cubischenEaum- 

curve. Ziveitei- Theil. 

§■ 28. 
Das Sclmittpunkttlieorem der If^ im Itaunie. 

168. Dieser Theil untersucht <Jes Genaueren die biqua- 
dratischeu Involutionen mit (sechs) gemeinsamen Elementen- 
paaren, sowie die sich daran an ach lie säenden geometrischen 
Configurationen. 

Wir knüpfen wieder an diis Schnittpunkttheorem (pg. 239 
Formel Nr. (6)) der Curven S^ an. Man verfährt zunächst, wie 
bei Aufstellung der H-Kegelschnitte (cf. Nr. 51) und eliminirt }.^. 
Dann sind die Elemententripel der dreigliedrigen (iruppe (2) 
(pg. 239 ) gegeben durch 

wo p.^ =z (a&),|^. 
Aus den zwischen den p^^ lieri'schenden Relationen der 
Nr. 155, aus denen man jetzt als linear unabhängige etwa die- 
jenigen drei aussuche, die den Index 0, 2, 4 resp. nicht aut- 
weisen, folgt : 
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a) Um eine qaaternäre quadratiaclie .Forma^ 
in dieForra(l) zu bringen, sind die drei Beding- 
ungen*) erforderlicli (u. umg,): 

169. Die Bedeutung dieser Gleichungen ist bald zu eruireu. 
Auf die räumÜcbe (cubisohe) Normcurve iV^ bezogen stellt 
(L) eine Fläche zweiter Ordnung H^ (oder kürzer H) dar, 
deren Scliiiittpnnkte mit der Curve dnrcli die Doppelelemente 
der Involution (cf, vorigen §., Formel 4, 10) 
(3) «^ -[_ Ä; 6x = 
nenilich (4)J"=0 
gegeben sind, die andrerseits (cf. Satz B pg. 244) die Weiule- 
pniihtc der E'^- 

(5) px^ = cp^(X) 
d;u*stellt, wo die q; die au (3) conjngirtc Gruppe Kusaraineii- 
setzcn. 

Zu jedem (1) genügenden Tripel geliört ein weiteres 
Element X^, das mit dem Tripel ein Quadrupel der Gruppe (5) 
bildet, die man durch drei ganz beliebig gewählte Quadrupel 
ip(X) festlegen kann. Dies liefert den bckannten"> Satz**): 

ß) „D i c E c k e n irgend dreier einer c u b i s c h c n 
R a u ni c u r V e t^ umschriebenen T e t r a. e d e r liegen 
f n D 
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kann man co^ solche Tetraeder ei nliescli reiben 
und zwar ist jeder Punkt der Fläche Eckpunkt 
e*«e^ solchen Tetraeders." 

Nun entsprechen den drei Doppelpunkten der B^ (5) 
(a ß ) drei solche Elementen paare (oij ß.), die mit unendlich 
vielen Paaren Quadrupel der Gruppe (5) bilden d. h. 

ßj „Die Fläche H des Satzes ß) hat die Eigen- 
schaft, dass drei Axen der Kaum cur ve (a. ß^) ganz 
auf ihr liegen." 

Da umgekehrt diese drei Elementenpaare {«. ß.) das 
Schnittpunkttheorem der Ciirve (5), und somit die Fiiiche (1) 
eindeutig bestimmen, so folgt: 

ßj) „Soll von einer Fläche zweiter Ordnung in 
Bezug auf eine cuhische Baumcurve der Satz ß) 
gelten, so sind dazu dieBedingungen desSatzes 
ßj not h wendig und hinreichend. 

Diese Bedingungen sind im Falle der Norm- 
en rve durch (2) dargestellt." 

In der That ist ja durch drei Gerade, die sie entiialten 
soll, im Allgemeinen stets eine Fläche zweiter Ordnung be- 
stimmt. Werden von den drei Doppelpunkten der i?^ (5) ein 
resp. zwei resp. drei zu Spitzen, so werden von den bezüg- 
lichen Axen der Curve ein resp. zwei resp. drei *) zu Tan- 
genten. Besitzt die Curve (5) einen dreifachen Punkt (a, ß, y), 
so wird die Fläche zum Kegel, für den die Axen (aß) (ay) (ßy) 
Kanten sind. Der doppelt unendlichen Schaar solcher Kegel 
entsprechen die drei homogenen willkürlichen Constanten (^)q) 
(cf. pg. 268 Anm.), Und ähnlich in andern speciellen Fällen. 

*) Auf tlie letatei-en FlilcTien, die also drei Tangenten der Carve ? 
enthalten, ist schon früliei' (pg. 113) aufmerksam geniacht: deagleiclien auf 
die allgemeinen Flächen II Ni-. 134. 



y Google 



Die Eeye'eche Apolavittt und die Nor mein- von, 275 

170. Von irgend einem Punkte (X, \ X^) der Fläche H 
gehen läie drei Äsen (X X^ {X^ X^ (X^ X^) aus, die aus der 
Flüche dvei Eestpunkto ausschneiden, deren Verbindungeebene 
nach Satz (ß) eine Ebene (X^) der Cnrve ist. Dann bilden die 
vier X ein Quadrupel der Gruppe (5) d. h, sie genügen dem 
iSchnittpiiiikttheorem der Curve (Ö): 

(ö) a^ = 0, h^ = 0. 

Geht man umgekehrt von einer beliebigen Curvcnebene 
(X^) aus, so giebt es noch einfach unendlich viele Tetraeder 
des Satzes (ß), die sie als eine Ebene besitzen. 

Die Gegenecken der Ebene (XJ in allen diesen Tetra- 
edern durchlaufen die Gerade: 

J + X, A., = 
(7) > ^ ± ^ 
^ ' B^ + X_^B^ = 

d. i. eine Gerade der Flüche iL Die Punkte (X^ X^ XJ dieser 

Geraden repräsentiren andrerseits die Punktetripel, die in der 

Ebene der Cui-ve R^ (Ö) der Strahlbüschel des Punktes (XJ 

aus ihr ausschneidet. Und da es fUr jeden Punkt (X^) der 

Curve S drei Geraden giebt, die ihn mit den Doppelpunkten 

(a. ß|) verbinden, so folgt : 

ß.) Jede Ebene der c u b i s c h e n B. a u m c n r v e ^ 
ist eine gemeinsame Ebene von im endlicli vielen 
9um- und der Fläche H ein beschriebenen Tetra- 
edern. Ihre Gegenecken in denselben durch- 
laufen eine Ger ade der Fläche H. Diese Geraden 
bildendieeineSchaar der Fläche, undzwardie, 
der die drei A x e n (a^ ß^) (d e r C u r v e cp) n i c h t ange- 
hören. Auf diese Weise sind also die ,, Geraden 
(XJ jener Schaar den Ebenen (X J der Cnrve 9 
projektivisch zugeordnet". 

Somit schneiden also auf der Curvenebene (X^) die von 
18* 
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den Punkten der Geraden (\J an die Ciirve qs gehenden 
Ebenentripel unendlich viele Dreiecke aus , die dem der 
Ebene {XJ und der Fläche II gemeinsamen Kegelschnitt ein- 
beschriehen sind. 

Von den Ecken citiea solchen Dreiecks gehen rcsp. die 
Axenpaare aus : 

(8) i\\)i\\); {K\)(KK)-^ 0-^\HKK) 

die al!e in der Ebene (X^) liegen. 

Eekaiintlieh umhüllen aber alle in einer Curvenebene 
(A^) befindliehen Axen der Curve einen Kegelschnitt, den 
Schnitt der Ebene mit der Tangentenregelfläche der Curve, 
Dieser heisse der Normkegelschnitt*) der bez. Ebene. 

Mithin glebt es in der Ebene (XJ unendlich viele Drei- 
ecke, die ihrem Schnittkegelschoitt mit der Fläche H ein- und 
dem Normkegelschnitt der Ebene umbesch rieben sind d. h. 
nach der früheren Bezeichnung (Nr. 51): 

ß^) „Jede Ebene der CnrTe cp trifft die FUiehe 
H (des Satzes ß) in einem HJ^ egeUchnl 1 1 ihres 
Normkegeischnitts." 

*) Mit clei- doppeltaühl enden Tangente (X) der Curve bildet diosei' 
licgelsclmitt bekaiintlieli den vollstiindigon DiiroliBcliiiitt dar Ebene (X^) 
und der TangentenregolfliUilie der Curve. 

Da -i. B. die Ebene a^ = der Kormcuive von den Elieneii {'/.) der 
Cutvo: 

«X — s„ X^ — 3, X^ + 6-^ X - Sj = 
in (Icii Gerarteii 

^ i fic 11 I Nu 1 „ 1 I It 

nl ille ü *t 1 li I (, ^ le^cl 1 itt" fiiner Oiii'venebcnu 

g cl tle 1 gt 
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171. Dies ist aber aiich in der Tliat die eigentliche Be- 
deutung der Gleichungen (2). Die erste und dritte zeigen nach 
pg, 99 ohne Weiteres, dass die Eigenschaft des letzten Satzes 
den Curvenebenen (0) (co ) zukommt. 

Ändreraeite ist nach beliebiger Annahme dec Doppel- 
punkts arg umente (a. ßj) der Curve E ihr Öchnittpunkttheorem 
eindeutig festgelegt und demnach auch die Fläche (1), der die 
Eigenschaft des Satzes fij zukommt. D;iraua ist ersichtlich, 
dass die Gesammtheit der Bedingungen (2) eine Eigenschaft 
von Fläche und Curve darstellt, die in quaternärem Sinne eine 
invariante ist. Da aber die Ai-gumente (0) (<x> ) nur dazu 
dienten , die Curve auf ein passendes Coordinatentetraeder zu 
beziehen, so muss, was von ihnen gilt, auch von jedem andern 
Paar gelten, d. h. es gilt der Satz ß^). 

Man kann demnach auch so sagen: Die zweite der Be- 
dingungen (2) sagt, unter Voraussetzung der beiden 
andern, aus, dass nunmehr jede Ebene die Eigenschaft der 
Ebene (0) oder ( cc) fheilt , oder auch , dass nunmehr die 
Gleichung, die für irgend eine Fläche zweiter Ordnung F 
(«^ = 0} die Curvenebenen bestimmt, die sie in einem H-Kegel- 
Bchnitt ihres Normkegelaehnitts treffen, identisch erfüllt 
wird. 

Dies soll die Rechnung bestätigen. 

172, Die Coordinaten eines Punktes einer Xormcurvcn- 
ebene (a) sind (cf. Nr. 30) : 

(9) pSg = 0^, ps^ = aOji -i- Cj, ps^ = 0^-1- «a^, ps^ = aa^ 
wo die a ans zwei Variabein X^ X^ gebildet sind. 

Die Substitution in die Gleichung der Fläche I'" liefert : 

(10) tp^, + 2 a tpj,^^ 4- a^ cp^ = 

wo cp z:= resp. 9^ = den Kegelschnitt darstellen, der der 

Fläche F und den Curvenebenen (0) resp. (x ) gemein isfc 

und 9 ^ s: alle in Bezug auf F conjugirten Punktepaare, 
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von denen immer der eine Punlit der einen und der andere der 
andern Ebene angehört. 

Variirt a., so erhält mau in Gleichung (10) ;ille Scliiiitte 
von F und den Ebenen der Curvc. 

Soll nun (10) zu einem H-Kegel schnitt des bez. Norm- 
kegelschnitts werden , so ergiebt die bekannte Bedingmig der 
Nr. 51 nach einiger Eeehnung: 

(11) a* A, -f «'' A^ + K^ Ä^ + a A3 + A^ == 0. 
Dabei sind die Ä. die linken Seiten der Bedingungen 
j(2) (nebst anm.)} und gehen aus den linken Seiten der ftlnt' 
p.j^ Rektionen (cf. pg, 248) Pj (wo in P. der Index i nicht auf- 
tritt) mittelst der aus Gleichung (l) fliessenden Eelationen 
hervor (und umg.) : 

(12) f^^ = a^^, p^^ = a„, i>,3 = »,,, p^^ = «33; 
i'M = 2 a„^, i)j3 = 2 «^,, iJ,, = 2 0^3, p^=2 a^^ -h «,,, 
1*04 = 2 («„3 + fl,,), p^^ = 2 «,3 + «,,- 
Nim bestehen nach pg. 273 anm. zwischen den A die beiden 
Relationen : 

[ A^ (2 öij3 -j- ö^J 4- Äg «jj ^ A^ cs^^ =: 2 Ag a,^ 

^^^^ l— A^ ß.,3 + A, a,s+A,(2o^^-f «,^) = 2 A^ a^^ 

denen gemäss (12) die andern zwischen den P correspondiren: 

(dabei sind vorläufig die zehn _p.j^, aus denen die P gebildet 
sind, als ganz iinabhängige Grössen zu denken, gerade wie die 
ttjj^). Demnach gilt zuvörderst der Satz : 

Y) pEs gibt im Allgemeinen immer ein Quad- 
rupel von Ebenen (11) einer cubischen Räum- 
en rve, die irgend eine Fläche zweiter Ordnung 
in einem H-K egelschnitt (des in der Ebene be- 
findlichen Xo rm kegelsch ni tts) treffen." 
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Aber dieses Ebenentetraeder ist zugleich der Flüche ein- 
besclirieben, wie nun gezeigt wird. 

Durch eine lineare Transformation auf der Ciirve itann 
man erreichen, dass zwei der vier Wurzeln von (11) die 
Wertlie 0, oo annehmen. Dann verschwinden Ä^, A^ (und 
somit auch P, PJ und Gleichung (11) geht wegen der Rela- 
tionen (13) über in (wenn a, ß homogene Variable sind): 

(14) ^-^ («= «,, + 2 ß « a^^ + j3^ «,,) = 

woraus in der That sofort einleuchtet, diiss, wenn auch drittens 
A (und damit P^) verschwindet, die Gleichung (11) identisch 
befriedigt wird, was den Ratz ß^) zur Folge hat. 

„Dann werden die p^^ wieder die ursprüng- 
lichen Grössen (0^*),^ und die Flache ist durch (1) 
dargestellt." 

Jetzt verschwinde aber A^ nicht. 

Dann sind die Coordiuaten eines Punktes der Axe (0, cc) 
der Curve : 

(13) ps^ = 0, pSj = ß, ps^ = a, pSg = 
und demnach die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Fläche 
F gegeben durch : 

(16) a^ ß^ 4- 2 « ß flijg + f a„ = 0. 
Die Vergleichung mit (14) beweist die aufgestellte Behauptung 
und wir haben somit : 

Y) „Es giebt im Allgemeinen immer ein ein- 
ziges einer c u b i s c h e n E a u m c n r v e 9 um- und einer 
Fläche zweiter Ordnung F e 1 n b e s ch riebene s 
Tetraeder(ll). 

Die Ebenen desselben treffen F in einem 
H-Kegelsehnitt ihres Normkegelschnitta. Giebt 
esnoch eine fünfte Ebene mit gleicher Eigen- 
schaft, so erfreuen sich ihrer auch alle Ebenen 
derCurve, Dann giebt es auch gleich doppelt 
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unendlich viele der FlSclie ein- und der Cuvvc, um- 
beschriebene Tetraeder. 

Dann verschwindet die linlse Seite von(il)j 
eine simultane Covariante *) von Fläche und Curve, 
identisch. 

Dies ist aber nur drei Bedingungen acqiii- 
valent, da zwischen den Co efficien ten von (11) 
(mit Hülfe der Coefficienten vonF) zwei lineare 
ßelationen bestehen," 

Da.'äs umgekehrt aus dem ersten Satze von yj wieder 
Satz y) l'ßi'^'^i'gß'i*) ist sofort zu sehen, denn jede Ebene des 
der Cui-ve um- und der Fläche einbeschriebenen Tetraeders 
tritft Ji' in einem Kegelschnitt, dem ein Dreieck ein- und dem 
Normkegelschnitt der Ebene urabeschriebeii ist. Dann aber 
giebt es ja unendlieh viele solcher Dreiecke d. h. der erste 
Kegelschnitt ist ein H- Kegelschnitt des zweiten. 

173 He 1 etet s 1 zugleich die analoge Frage nach 
den El e e e ne cub [ e Raumeurve , die eine Flache 
zweiter dn ng T* n dem JT- Kegelschnitt ihres Normkegel- 
schnitts (d dem de letzte eii stützenden) treffen. 

D e A ve 1 g 1er oft gebrauchten Bedingung auf die 
Kegelschnittechaar (10) liefert : 
(17) «" (•„ - «„) + «ß («„ - »,.) + P' (% - «1.1 == " 
oder in den p^^ : 

Dies liefert zunächst : 

S) ^Es giebt im allgemeiueu immer ein Paar 



*) Im Falle aia Flilclie die Cixi-ve Btülat imd aus ihv das Saxtupei 
/ aiissclineidet, ist diese Covai'iante die einzige biquadratieclio CararJants 
dar Fovm / vom amelfsii Grado in deu Coofficienlen, dio os beliaiiiitlicli 
gielit. 
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(17) von Ebenen einer cubischen Raumcurve, die 
irgend eine FlSche a weiter ürcinnng in einem 
F-KegeSsoImiit ihres Normlt egelschni tts treffen." 
„Nur wenn die Fläche dieCurve stützt, giebt es 
unendlich viele (d. s. alle Ebenen der Curve}." 

In der That sieht man dies anch so ein. In der ganzen 
der Curve umschriebenen Schaarsohaar von Flächen zweiter 
Klasse giebt es eine Öchaar, deren Individuen auf der Fläche 
F ruhen. Sie haben alle eine Baumcurve vierter Klasse 
gemein, die in die gegebene Curve nad eine Axe derselben 
zerfallt. Die beiden von der Axe an die Cui-ve gebenden 
Ebenen enthalten je einen Normkegelschnitt, Diese beiden 
Kegelecbnitte sind die einzigen un eigentlich eil Flächen der auf 
F ruhenden Schaar. Dann ruhen sie aber auch auf dem 
Kegelschnitte, den Ihre Ebene aus F ausschneidet, 
g. e. d. 

Soll die Gleichung (17) identisch verschwinden, so stützt 
nach Früherem die Flüche F die Curve und von jeder Ebene 
der Curve gilt der Satz S). 

Werden aber die a.^^ den Bedingungen A. ^ (und damit 
die p^^ den Bedingungen P^ = 0) unterworfen , so geht die 
Fläche F wieder in die Fläche H (1) über. 

Dann ist die linke Seite von (17') (abgesehen vom Faktor 

a) die quadratische, bilineare Combiiiante Q der Schuittpunkt- 

t h e r ems-In V ol u ti n 

(3) «^ -t- M^ = 
d. h. die dritte Uebersohiebung der Formen ((,, b... 

Bekanntlich ist aber nach Gordan''S) eine biquadratische 
Involution (3) in eindeutiger*) Weise bestimmt, sobald 
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man neben der ersten Ueberschietiung der Foiinen a. h- (d- i- 
ihrer Fun ktionaldeter min ante) auch nocli die angegebene qua- 
dratische Combinante kennt. Dies liefert den Satz : 

e) „2njeder der fünf Flächen zweiten Grades 
H,diednrch irgend se chs Pnnkte einer cubischen 
Eanmcurve gehen und drei Äxeii der Cur ve ganz 
enthalten, gehört ein Ebenenpaar der Curve, 
das die Fläche in einem ihren resp. N orm kegc 1- 
schnitt stützenden Kegelschnitt trifft. 

Dies wird dargestellt durch die quadratische, 
in denjjjj^ lineare Combinante (^ der zugehörigen 
biquadratischen Involution, deren Qnadriipcl- 
gruppe eonjugirt ist zur Gruppe der dei' Curve 
n m- u n d d e r F 1 ä c h e e i n b e s c h r i e b e ii e n T e t r a e d e r. 
Umgekehrt gehört zu jedem solelien Ebenen- 
paar nur eine einzige Fläche H," 

Von diesem Ebenenpaar sind noch weitere Eigenschaften 
angebbar. 

Die quadratische Combinante (17') ist auch defiuirbar als 
dritte UeberBchiebung der nach « genommenen ersten Polaren 
der Formen a , i . Andrerseits ist dann (cf. pg. 68) die In- 
variante i der Funktionaldetermiuaute dieser Polaren das Qua- 
drat der Form (17'). 

Nun waren in Satz ß^ die Geraden (a) der einen Schaar 
der Fläche H den Ebenen («) der Curve projektlvisch zuge- 
ordnet. Die von den Punkten der Geraden (a) an die Curve 
gehenden Ebenentripel sind gerade durch die cubische Invo- 
lution der angegebenen ersten Polaren dargestellt. Mithin 
liefert deren Funktionaldeterminante bei festem « die vier 

Das Produkt der fünf qnaili'atiseheii Oombinanton, üie mit eiuer 
gegebeneu Funlitiünaldeteviniiinnte die fünf zugeliürigeu biqiiaäratiächeii 
Involutionen bestimmen, ist dann tino Covavi^nte (ichntev Oi'dniiiig) üer 
FunktjopsJdoterminante, 
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Taugeiiteü der Cui've, clie iJie Gerade (a) treffen. Verschwin- 
det die Invariimte i {Jerselben, so sind die vier Tangenten 
aequi an harmonisch und die Gerade (a) ist im Niillcomplex der 
Cnrve sich selber conjngirt. Mithin haben wir: 

5j) „G o n s t r u i r t man Öie i m N u 1 1 c o m p 1 e x der 
cu bischen Cnrve zur Fläche H conjugirte, so 
treffen sich beide in zwei Geraiäenpaaren, von 
denen das eine der einen, das andere der andern 
Reg eise haar von Haugehört, Der die dreiAxen 
(Kj ßj) der Cnrve enthaltenden Heg el seh aar 
(cf. Satz ß) gehört dasjenige Paar an (das von 
zwei aequianharmonischen Tangentenquadriipeln 
der Cui've getroffen wird und) das dem Ebenen- 
paar lies Satzes S)projectivisch zugeordnet ist." 

174. Excura. Es möge hier die fundamentale Bedeutung 
der quadratischen Combiuante (17') Q fHir die ebene Curve li, 
deren Schnittpunktformen die Involution (3) bilden , einge- 
schoben werden. Dabei werden die von Herrn Brill er- 
haltenen eleganten Resultate eine neue, nicht unwichtige Be- 
leuchtung erfahren. 

Der Satz S ) spricht sich in der Ebene ohne Weiteres 
so aus ; 

§2) E ü r i r g e n d e i n e u r V e JJ^ : „ pa;. = ^P^)'' g i e b t 
es immer ein Paar von Punkten auf ihr, von 
denen aequian harmonische Tangentenquadrupel 
an sie gehen. Dies ist das Paar Q, wo Q die 
einzige in den Coefficienteii der 9. (od er auch in 
den A^^ (cf. §. 1) lineare quadratische Combinaute 
ist, von der der Gordan'scbe Satz gilt." 

Diesem Punktepaar kommt aber eine noch merkwürdigere 



5j) „Das P H n ]; t e p a a r Q i s t d a s v p n den 
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sehen Weiidekegelschni tte der Curve 7Ü (d. i. dem 
durch die, sechs Wendepunkte gehenden) aus ihr 
ausserdem noch ausgeschnittene." 

Hen' Brill hat die Existenz des Wendekegelschnitts in 
der schon erwähnten Abhandlung (Math. Ann. XII „lieber 
rationale Curven vierter Ordnung") erwiesen, und in einer 
weiteren Arbeit (Math. Ann. XIII „Ueber die Hesse'sche 
Curve") den Beweis erheblich vereinfacht, sodass die Beeh- 
nung fast ehminirt ist. Zugleich theilt hier d. H. V. einen 
weiteren eleganten Satz mit (cf. nnten), der schon vermnthen 
lässt, dass das in Hede stehende Punktepaar eine tiefere Be- 
deutung für die Curve B hat. 

Herr Brill geht von der Plesse'schen Ourve der ge- 
gebenen aus, die ja die Wendepunkte anaschneidet (und ausser- 
dem in den Doppelpunkten berührt), und zeigt, wie sie in 
den Doppelpunkten , was ihr Verhalten zur Curve betrifft, 
von einer andern, ■ wesentlich einfachern Curve '^ „vertreten" 
werdeu kaim, woraus dann der gemeinte Satz fliesat. 

Der folgende neue Beweis aetat die Kenntniss der Hesse'- 
schen Curve nieht voraus und benützt nur die fiSr die 
Curve als rationale charakteristisehe Form des Schnittpunkt- 
theorems. 

Mit Rücksicht auf die Argumente der Doppelpunkte 
(x^ ßj) lässt sieh, wie bekannt und schon früher pg. 11)1 bemerkt, 
das öchnittpunkttheorem ersetzen durch die drei (linear ab- 
hängigen) Gleichungen 

^ ' c\-p,) a -w ■ • ■ ih-h) " ' " 

(\-W i'-K (P -W P,~P,) ' ' 

Dann folgt sofort, dass dasjenige für acht Punkte der Corvo 
auf einem Kegelschnitte so lautet (wo diese drei Gleichungen 
linear uuabhängig sind) 
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(X — a.) . . . a„— a.) 

VermÖg'e der llneareii Transiormation, die den Doppelpunkt 
(a. ß.) zum Doppelpunkt {0, co) macht: 
X-x. 



gellt eiiio der Gleichungen (18) (19) in die kauoiiisehii 
Form Übet-; 

(21) |x^ ij,^ |i^ [1^ = -c., jj.^ [1^ . . . |ig = x' 
während die beiden andern Formen in ibrer G.estalt nicht ver- 
ändert werden und, wenn die neuen Argumente der beiden 
andern Doppelpunkte jetzt (Äj. B^) (A, B^) lauten, sich so 
siihreiben 

(li,— ÄJ . . . (ix.—A.) 

•• ' (|i -B,) . . ; (n -Bj - ■• 

Andrerseits kann man das Schnittpimkttheorcra (18) dann 
auch darstellen durch: 

wo wegen (21) : = t. ist. 

Mithin nehmen die p.^ jetzt die Werthe *) an : 



*) Mithin nimmt diu Fnniiünimldefoiminamö tloi- SHlinlttiiiuiktfonii 
■möge (20) die Form an , 

■' ^ Pn + ^ Paä ''• + ^ (Poa + ^ Hs) ^ + 'Pa-i + ^ Pia) '■' 

= («y Si) + 3 1 (ß(, Ög) + 3 1^ {a^ ö„) + X^ {a^ h^ — «, b^) 

— ("i ^b' '■" - ^ <"* ^ä) '■^ - ^ ("-i ^1* '"■* 
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Diea sind die erforderlichen Httlfsformeln. Man scliliesst 
nun so. 

Dass die Lage der sechs Wendepunkte keine gaii;; unab- 
hängige sein kann, gellt schon aus der Constantenanzahl (r= 1 1) 
der Ciirve R hervor. Man kann keine Cnrve H construiren, 
die in sechs beliebigen Punkten Wendepunkte hütte, da dies 
zwölf Bedingungen zählt. 

Nehmen wir jetzt fllr den Augenblick an, die Wende- 
punkte*) (w^ . . . (ö|.) lägen in der Tbat auf einem Kegel- 
selinitt, so wäre nach der zweiten Gleichung (21) 

(24) T' = (t.....»,)(|.,|..) = (f") (|i, |i,) = 



b 
(25) T. = (jij [lg) lind demnach 



fl 1 z usclieii den Cneffi entcn lan 

' = \ + f \ i- + 1' , '' + + , + 

finden Ijp Kelationen stntt M B ill Math Am \i 1 cj 
. i , 5 ., = - 6ij - 2 ■, - ., 

Um{,ekehit befinipii bicIi dal pi 
irgend eine bmUe toim BBClist«n 
tnngen jedenfalls 1 e 3 5 =- 1 
fünf zagelioi (,en Iiivoluti jiiei ". eitei Oidnmg entspiechen 

*■) hicli pg 244 Bind sie lie Wu ebIii dei V\ nktiomld toi i 
&ol nittpunktfoimeii 

■'s»! + lu ' 

Anl ..I »11 « S (i>,s - » („I + + ; 4 - !• , 



£i allen '^nbstilutK ue 
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Ist aber die Annahme richtig, m muas offenbar das vom 
Kegelschnitt ausgeschnittene Restpnnlttepaar von einer 
quadratischoTi Com bin ante der Schnittpunkt- 
theorems-lnvolution dargestellt sein. Diese müsste durch 
die auf irgend einen der drei Doppelpunkte bezügliche Trans- 
formation (20) in eine solche Form übergehen , dass das 
Produkt ihrer Wurzeln den in (26) angegebenen Wei-tb hat. 
Dies leistet aber nur die eine Corabinante Q. 

Nachdem man so auf dieh'orm Q gefilhrt Ist, 
kehrt ni a ii den Beweis n m u n d sagt; 

„Die hinreichenden und nothwendigen Be- 
dingungen dafür, dass die sechs Wendepunkte (w.) mit dem 
Punktepaar ^ auf eiuem | Kegelschnitt liegen, sind aanächst 
durch die drei Gleichungen (18) gegeben , wenn man füi^ sechs 
der acht X die w, und für die beiden Eestargumente die Wur- 
zeln von Ö = einsetzt. 

Um leichter zu erkennen, ob die auf irgend einen Doppel- 
punkt (a. ßj) bezügliche der Gleichungen 19) in der That in 
der vorgeschriebenen Weise erfttllt wird, wendet man die 
liueai'O Umformung (20) an, wodurch die gemeinte Gleichung 
die zweite Form (21) und das lineare Schnittpunkttheorem 
(die erste Form (21) oder) die Form (23) annimmt. 

Dann aber zeigen die Formeln (24) (25) (26) die ver- 
langte Erfüllung. Dasselbe Verfahren wende man auf die 
beiden andern Doppelpunkte an , dann ist der Beweis erledigt.* 

Man sieht, dass ein wesentliches Hülfsmittel beim Be- 
weise darin besteht, dass einmal von der Form (21), andrer- 
seits von der Form (23) des Schnittpuiikttheorema Gebrauch 



Fast in derselben Weise kann man den zweiten Brill'schcn 
Satz beweisen ; 

Sj) jjDie sechs Eestpunkte der 1'augenten 
von i? in den Doppelpunkten liegen mit dem 
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Eestpuiiktepaar des Wciiflekegelschnitts auf 
einem Kegelschnitt." 

Wie vorher, maclien wir vermöge (20) einen der Doppel- 
punkte zu {Oj Co). 

Die Argumente der beiden niideni seien dann (AB), 
(Äj Bj) und die bez. Produkte Oj^, cTj. 

Endlich die Restpunkte der Taiigeiitüii in ihnen welon 
resp. (r^ r^), (r^, r^'), (r^, r^'). ■ 

Dann sind ihrer Definition nach Kuniichst die vier letzteren 
bestimmt durch; 

(27) o^ A^ r^ = Tj, o^ B^ r^' :=:^ x., a, A, r, =:: t., o^ B^ // = t.^ 
also kommt durch JHultiplikation : 

(28) (q^ 0|)" {r^ r^' r r^) = t^*: da aber: t. := \ '^i- 

Andrerseits ergeben sich r , r^ ans der zweiten Cleieli- 
mig (23) 

h, K &, 

Da eiKlIieh nach (25) (ji, \>.g) {«las Protlukt der Warzelii 

6 
von Q) gleich T, ist, so folgt: 

(30) (r^ .•/ r, .V) (r. ..) (|x, ^,) = (,,) ^j [t,JJ = tf. 

q. e. ä. 

Die Formel (28) ist dabei zugleich der Beweis für den 
gleichfalls von Herrn Brill angegebenen Satz : 

„D i e V i e r K e 9 1 p u n k t e z w e i e r d e r d r e i D o p p c 1- 
punktstangenten paare liegen mit den beiden bez. 
Doppelpunkten auf einem Kegelschnitt *)." 



*) Diese Sätze lassen sioli noch maiinigfaeli i 
Gleidiimg (30) selireibt sich aucli ao; 
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175. Wir keliveii zurück >;ii unserer Fläche zweiter 
Ordnung H (1). 

Denkt man sich in (1) ein Argument « fest, die beiden 
andern beweglich, so stellt (1) einmal die mit dem Punkte a 
der Curve E^ in gerader Linie liegenden Punktepaare, oder 

('■o »■«> (t-, H) = \ '!■ i'- 

„Die KW ei Restpunkte ein es D op p e Ipiinkt st au g e iit eii- 
paavBB liegen mit dem Punktepaar Q und den beiden 
andern Doppelpunkten auf einem Keg eis chni tt," 

Stellt man weiterhin noch die invariante j der Fimktionaldeter- 
minante dec naoli a genommenen ersten Polaren von o-, h~ auf, so ist 

diea eine Form j"^, die, = gesellt, diejenigen seeliE Punkte einer Cuvve 
li darstallt, von denen liarmoniaelie Tangenten quadrupel an sie gelien. 
Vermhvt man wie im Teste, so wird fttv das Solinittpunkttlieotem (23): 

Produkt ihrer Wuraeln 

, IM* ^ 

^ = ^1 h- ■■ h ^ i \h} '■^"' "*'^'"' ^^^' '■" '"- ^ l'l 

Erstens / {r^r^f = -\. 

Ferner bestimme man das Koatpnnktepaar , in dem die Gerade, die 
aus E das Paar Q ausaolineidet, JS noch trifft. Dieses sei (pj p^). Dann ist 
wegen (26) : 

(.V-1 V-n) (Pi fsl = ■'i ^i"''" 

Somit lautet die erweiterte Gleieliung für die Punkte (j . . j ): 

I (r^ rj = I (r^ rj (pj p^) = I (i-„ rj (p, p^)^ = / (p, p^l^^ ^. 

Von den vier darin enthaltenen Sätzen werde etwa der letzte 
betont : 

„Durch die sechs Punkte I auf B (von denen hatmon- 
iseha Tangentenquadi'upel an sie gehen) lege man eine 
Cui-ve dritter Ordnung, die M ausserdem in einem der 
beiden Eestpunkte der Geraden Q osculirt Dann osoulirt 
sie auch in dnm andern." etc. 



■, Ai)olt 
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auch die die Gerade (a) der Fläche H treffenden Axeii der 
cubischen Raumcurve, oder endlich den Kegelschnitt dar, den 
die Ebene (a) der Curve aus der Fläche H ausschneidet. 
Damit ist die projectivische Beziehung zwischen Gerade («) 
lind Ebene (a) näher beBtimmt. Fallen die beiden variabeln 
Argumente zusammen, ao ergiebt sich das vom Punkte a an 
die if^ gehende Tangenten quadrupel, oder auch das die Ge- 
rade (a) von H treffende Tangenten quadrupel der Rauracurve 
oder die Schnittpunkte des Normkegelscbnitts der Ebene (x) 
mit ihrem Schnittkegelschnitt auf H. 

Nun trafen die beiden Ebenen (Q = 0) die Fläche H in 
einem Kegelschnitte, der sowohl H- als ii'-Kegel schnitt des 
bez. Normkegelschnitta ist: mithin ist nach einem fi-üheren 
Satze das Schnittpunktquadrnpel derselben aeqmanharmonisch, 
woraus mit Hülfe des eben Bemerkten wieder die Sätze (S^) (5^) 
fli essen. 

176, Eine gi'osse Menge von weiteren Eigensc! atte de 
Fläche H erhält man unmittelbar aus ihrer Abbildu g lut d e 
ebenen Curven if : es mögen etwa noch , im ITinbl c! i f d 
Doppel- *J und Wendetangenten der letztern, die t 1 e In 
angeführt werden : 

C) „Die acht Tangenten, die eine Fläche 
zweitcrOrdnung mit einer cubischen Raum curve 
cpgemein hat, theilen sich für eine Fläche H in 
vier Paare (ß^s.^ derart, dass die vier Berührung s- 
sehnen der Fläche Axeu der Curve sind (und zwar 
d 1 e A X e n (S, s.)). 

Die sechs Tangenten an die Fläche H in den 
Schnittpunkten mit der Curve treffen die Fläche 

*) Mithin führen auch alle frälier füi- die Argumentenpaare cler 
Doppel taugen ten (Weiidetangeiiton) nacligewiesenen EcKiclroTigoii zu uiit- 
spreohenden Sätzen fflr die PlMehen H. 
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insechsRestpunktenr. Von einem solchen gelit 
iinmei' noch eine einzige Curvenaxe aus, die dann 
aygleich Tangente der Fläche ist." etc. 

177. In Früherem {cf. Nr. 133 ff.) wurtle tiie Hurwilz'sche 
cubiächc Raumcurve H^ := H *) betrachtet, der Ort der Ecken 
von unendlich vielen der Cm've <f nmachriebenen Tetraedern, 
die auf 9 eine biquadratische Involution bilden. Als letztere 
diene jetzt die der Sehnittpunktformen der Curve R, dann 
existirt eine grosse Zahl von eigeuthümlichen Beziehungen 
zwischen Fläche H und Curve H, von denen einige schon be- 
handelt sind. So waren die Tangenten der Curve tp in ihren 
Öchnittp Linkten mit der Fläche H Sehnen der Curvo H. 
(of. pg. 210,) 

Es möge genügen, hier noch eine wichtige Beziehung 
zwischen Fläche und Curve H herauszugreifen , die von den 
Doppelpunkten («^ ß.) (resp. den auf der Flache H liegenden 
Axen (a. ß.) der Cm-ve cp) ausgeht. 

Unter den Invokitionsquadrnpeln befinden sich neniiich 
drei von der Form: 

(31) ().-«,)' + i (X-p,)*. 

Fassen wir hier für den Äugenblick k als variabel auf, so 
tritt uns eine neue Involution vierter Ordnung , aber specieller 
Natur, entgegen. 

Denn ihre Doppelelemente sind gegeben durch (cf.Nr. G5): 

(32) (X—af (k—pf ™ 0. 

Aus dem Unistande, dass es zwei Tetraeder dieser In- 
volution giebt, deren Ebenen alle coincidirt sind (in die Ebenen 
(a.) resp. (ß.)) folgt sofort, das« die durch die Involution (31) 

*) Nach der jetzigen BezsiolmuiigB weise liiltte mtiu zu Bagen: 
„Jede Ebene der Curve o trifft die Cuvve H in den Ecken 
eines ihrem Hormkegelschnitt umbeschriebeuen Dreiseite." 
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bestimmte speciellö Curve H^ mit der Curve y die Punkte, 
Tangenten und Ebenen («,) (j3 ) gemein hat. 

Somit gilt der Satz : 

fj) pU nter den einer Curve H^ ein- und einer 
Curve cp urabescbrjebenen Tetraedern befinden 
aich drei ausgezeichnete. Jedes derselben ist 
einerweiteren specielleu Curve H'^' ei nbeech rieben, 
die mit der Curve cp zwei Pitnhtc, Tangenten, 
Ebenen (a., ß^) gemein hat. 

Die drei Axen («, ß;) bestimmen dann nach 
Satz (ßg pg. 27-1') eindeutig die zur Curve H^ gehörige 
Fläche Hg, die 9 in den s echs Punkten trifft, deren 
Tangenten Sehnen von H^ sind. 

Umgekehrt g e 1 a n g t m a n s o v n d e r F I ii. 1: li e 1 1 ^ 
zur Curve H^." 

Dieser Satz ist aber nur ein besonderer Fall einer all- 
gemeineren Beziehung zwischen Fläche und Curve II, die 
selbst wieder einer weittragenden Verallgemeinerung (die in 
Kap. III behandelt ist) fiihig Ist. Diese gemeinte Beziehung ist 
(zunächst) in algebraischer Gestalt: 

-/,) 1. „Jedes der ii*-Gruppe: 

(33) »„ cp. + «, 9, + », f, 
angehorige Elemententripel (a, ß, y) entspricht einer 
bestimmten Form 

(34) » (i-»)' + 4 (A-P)* + » (A-y)' 
der zu (33) conjugirten Gruppe 

(35) «1 -|- Icbi, lind umgekehrt. 

II. Jedes der Gruppe (35) angehorige Elementen- 
paar («i [3^ entspricht einer bestimmten („harmon- 
ischen^) Form: 
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(36) (X-«.)* + ^^ (X-ß^)* 
der ZV (35) conjugirtßn Gruppe (33), und um geh ehrt."' 

Der Beweis fliegst uumittelbar aus den früher (mit Hülfe 
ihrer conjugirten Gruppe) behandelten Sätzen über eine 
biquadratische Form f, die wir jetzt in folgenden zusammen- 
,ziehen : 

gSolI die Form f als Summe von zwei resp. drei Biquii- 
dfaten linearer Formen X — a, X — ß (resp. X—a,, A— ß, X — y) 
darstellbar sein, so müssen die ersten (resp. zweiten) nach den 
zwei resp, drei Elementen «, ß (y) polarisirteu Differential- 
quotienten von /'[in Zeichen j,^,,, ^,gj -^..g resp. J^^, 7'',"] ver- 
schwinden und umg." 

Dann erledigt sich zunächst Fall I, wie folgt, (Statt 
cp 9 qj„ schreiben wir momentan, cp, ;(, ijj.) 

Soll (a, ß, y) ein Tripel der Gruppe (33) sehi, so genügt 
C3 ihrem Schiiittpunkttheorem 

A A\ 

das wiederum zwei Gleichungen der Form : 
f A, -t- u J5, = 

aequivalcnt ist. Jedem Tripel a, ß, y der verlangten Art ge- 
hört dann ein einziger Wevth [i zu und umg. 

Die Bedingungen (38) sagen aber gerade aus, dass die 
Form 

(39) ax-^V-h 
in der Gestalt (34) (mittelst der oc, ß, y) darstellbar ist. 

Damit ist Fall I bewiesen, und da man den Gang genau 
rückwärts machen kann, auch die Umkehrung. 

Ganz ähniicJi Fall II. Beweisen wir hier z. B. die Um- 
kehrung zuerst. 

Greifen wir irgend ein harmonisches Quadrupel der 
Gruppe (33) heraus, so ist dies darstellbar duroli (36): 
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(36) JT, _= (X-«/ + i> (),-?,)■' -..,? + «, x+o, *■ 

Dann aber genügen (a^ ßj den Bedingungen (40) 
*ii+*'i^ii + *'2'*'ii=^ ,*ii *i2 *23 

^$gg + i'^Xg3-{-i>j,W3,=0 W^^ W^^ Wg, 

Dies ist genau die Bedinguüg, dass (a^ pj ein Elomonten- 
paar der Involution (35) ist. 

Und umgekehi-t wie bei Fall 1. 
q. e. d. 

178, Fassen wir jetzt Fall II. noch näher in's Ange. 

Soll eine Form (33) ein harmonisches Quadrupel dar- 
stellen, so musa, anders ausgedrückt, ihre Invariante j ver- 
schwinden: 

(41) j {u^ tp^ + », 9i + % =Pa) " ^ ^^, 
d. h, die solche Quadrupel aus der Curve li {px. ^ cp.) aus- 
schneidenden Geraden umhüllen eine Curve dritter Klasse *) 
K^ (deren mit R gemeinsame 18 Tangenten bekanntlich die 
6 Wendetangenten von R, dreifach gezählt, sind). 

Andrerseits durchlaufen die Punkte c (wo die <j aus a^, ß^ 
gebildet sind) in der Ebene eines Normkegelschnitts und auf 
diesen bezogen , eine Curve di-itter Ordnung H (vom Ge- 
schlecht 1), deren Punkten nach Früherem ein- eindeutig die- 
jenigen Sehnen der Raiimcurve Hg entsprechen, die zugleich 
Axen der Norm- (Grund-) Curve cp sind. Dann sagt Satz x) II 
jetzt aus: 

X) pDieCurven K^nndH^ sind ein- eindeutig 
aufeinanderbezogen: und zwar stellt! rgendein 
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Quadrupel der Involution (35) einmal dieGegen- 
ecken eines bestimmten Hesse-Steiner'sehen *) 
Vieraeits der Ciirve H^, andrerseits die Gegen- 
seiten eines bestimmten Hesse - St eincr'sclien 
Vierecks der Curve -ff^ dar." 

179. Ehe man die beiden Sätae v.) in der Weise des 
Satzes Tj) auf die Curven und Flächen H überträgt, wird es 
nötliig sein, sich über die Natur der speciellen Gruppen (34) 
(36) (rcsp. ihrer H-Eiider) näher zu informiren. Von der 
H-Curve (36) ist eine Eigenschaft bereits im Satze rf) nieder- 
gelegt und frliher wurde nachgewiesen, dass es nur noch eine 
Involution giebt: 

(42) (X-..,) (X-pj |{X-«,)' + h (X-|i,)"l 
die mit (36) dieselben Doppelelemente (der Form (32)) ge- 
mein hat. 

Wir schreiben statt a, ß, 7, resp. x^, ß^ lieber**)^^ y^ y^ 

Dann ist zunächst leicht au sehen, wie mau von der 
Gruppe (34) zu (36) gelangt und umg. Denn die dreigliedrige 
Gruppe (34) enthält drei Involutionen der Form (36); um- 
gekehrt ist eine Involution (36) noch in einer so ^-Schaar von 
Gruppen (33) enthalten: 

(43) Q.—y;f + 7.^ {X-y^f + S^ tp(X): 

[i^) „Das Netz von Flächen zwei ter Ordnung, 
die durch die zur speciellen Involution (36) ge- 
horia;e Huiw itz sehe ( une (H^ ) gehen, besteht aus 

■*■] D h e n «uluhos dessen (Vegenecken sich in lei Hesse Stoiner- 
schen (. orreopondenz auf dei Curie 11^ entspi cJien 

*■*) Um keine Ve wechslung mt den Doppelpunkfsaigumenten (a, ß. ) 
II tkomn eu zu liBaer Aus anal ^em Grinde nud die cubiw,he Loyariante 
emci ^üblichen 1 orni f »i Ju'ei "^füle H i ud n cl t wo ublicl Q) ge- 
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den zu allen *) Grnpp eii (43) gehörigen Fl(ä(;!ien(Il^g^). 
Die entsprechenden ebenen i?~Curven besitzen 
alle zwei Undnlationen (p^ y^)." 

Unter diesen Gruppen (4SJ) befindet sich insbesondere 
eine oo ^-Schaar 

IM) (^-y,)' + \ P--</i' + \ (>-~p,)' 

d. f. aber wieder die unter (34) angegebenen. Diese mögen 
zuerst erledigt werden. 

Die entsprechenden ebenen J?-Cnrven besitzen drei Un- 
duktionen, deren Tangenton je zwei Wendetangenten und 
eine Doppeltangente absorbirt haben. 

Weiches sind die Argumente der einen eigentlichen Dop- 
peltangente, sowie der Doppelpunkte; welches die Com- 
binante Q? 

Wir bringen zu dem Zwccli: die cubische Form, deren 
Wurzeln ij^i t/,^, y^ sind, in die canonisclie Form: 
(45)fsX'_|.'. 

Dann verschwinden im Schnittpunkttheorem von (44) 
(46) fl = 0, ö^ = 
alle Ooeffieientei), ausser; 

(47) ci—\, az=:—\, y, = \, h^=i - l *''') 
'• ' 1 'S 4' 1 4' 1 -' 



*) Nimmt man y^ = 0, j/o ^= f, 5ü gewinnt clio tileielmng der 
H^-Fläohe (43) die einfache Gestalt: 

Pia (^0 h - A) + Pia (^0 % - *i h)+lh^ ih H - 4) = 0. 

Dies ist aber garade, ivie sieb weiter unten eygiebt, die GleicMmg 
dea gemeinten Netzes. 

^®) Dann wird dio ßlcioliiing (1er H^-Flaclic (44) iiflcii leichler Rech- 
nung foigenäe; 
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mitliin ist (0, co) die eigentliche Doppeltangente imd 

wo A die quadratische Covariante von f ist. 

Die Argumente der Doppelpimkte findet man, wie im 
allgemeinen fllr eine Gruppe (33), so. Es giebt in der zn (44) 
conjngirten Gruppe (Involntioii) drei hurmonische Quadrupel. 
Man sucht für jedes derselben das au den beiden (za einander 
harmonischen) Paaren, in die es sich zerlegt, Kugleicli har- 
monische Paar. 

Nun enthalt diese Involution die Form f (45) als festen 
Faktor ; 

(49) »iH-Bi=f(i-!,). 

Dann aber ist bekanntlich die Invariante j dieser Form 
(als Form der Variabein p) die cubiscbe Covariante 6 von f. 
(50) 0=?/'+ 1. 

Schreiben wir wieder X statt y und stellen in der an- 
gegebenen Weise die drei gesuchten Paare auf, so liefert ihr 
Produkt: 

(51) X" + {i' ^ ~ g {Ef — 2 ©') wo li die Discriminante 
von f ist. 

Da aber, wie man weiss, zwischen /"und ihren Covarianten 
die Beziehung herrscht: 

(52) A^ = — |2 0' + n f] 
so hat man, wenn man die Wurzeln von Ö mit y^ y.^ y,^ be- 
zeichnet: 



Trii 


lei / (45) 




- *i 


., = 


diejenige Fläoho 


des 


„Netze.'!'' (| 


!, die die 


1 beide 


m Taogeiifei 


1 0, 


OD enthalt. Dar! 


lus folgt! 




.Die H, 


-Fläche 


(*4). 


wo die y 


die 


Wurat 


>ln der 


Form / 


sai. 


Ein, beiül 


irt AUj' 


,niee 


Fläclie da' 


B „N 


etaes f" 


, die di 


e beiden 


Tai 


igeliten i = ei 


ithäli 


t, Iftnga ei 


nee 


Kegele 


Blinitts 


, dessen 


Ebi 


ans aus f 


das pH 


iihtel 


,ripel/ = 


ai 


läschne 


idet." 





y Google 



298 Die Reya'sche ApolaritSt und die Normourven. 

[A^) „Die Argumente der Doppelpunkte der if^: 
px^ = (X— ?// 
erliiilt man, wenn man immer das zu (y^i/^) (p^i/'^ *') 
harmonische Paar aufsucht. Daa Produkt der drei 
so gefundenen Paare liefert das au A^, in Beaug auf 
daa Paar (f^, 0^), vierte harmonisclie Sextupel. 

Die Wurzeln von A sind Wurzeln der Com- 
binante Q und sind die Argumente der einen 
eigentlichen Doppeltangente." 

ISO. Die entsprechende H^- Fläche, sie sei H^^^ bei'ührt 
die cubische Grundcurve y dreimal {in ?/j). Solcher Flächen 
Hg giebt es aber nach Satz pg. 83 fünf; wodurch ist die 
unsrige ausgezeichnet? Diese Frage erledigt sich leicht mit- 
telst des früher Nr. 155 angegebenen Verfalirens. 

Die ^-Curve besitzt drei Undulationstangenten (y.). Nimmt 
man diese als Fundamentallinien einer quadratischen Klassen- 
transformation T, so geht die Curve über in eine mit drei 
öpitzen (!/.). Ausserdem wende man noch die drei Trans- 
formationen T an, deren Fundamentallinien sich aus zwei der 
Undulationstangenten und der einen Dop peltangente zusammen- 
setzen. Vermöge ihrer geht die ß-Curve über in drei andere 
mit zwei Spitzen (j/^ y^} und einer Undulation (j/^. 

Dies sind dann alle fünf Typen, fdr die das Wendepunkts- 
sextupel durch f^ dargestellt ist. 

Beiläufig sieht man daraus, dass es keine 2^Curve mit 
einer Spitze und zwei TJnduIationen giebt: 

Für die H^-Fläche H'f folgt somit: 

[ig) „Die einer Gruppe (44) zugehörige F lache 

*) Diese beiden Paare Eind hekinintlich liei passendai' Anordnung ilor 
Wurzeln von 6, für ^ =: 1, 2, 3 au einrLnder iuirmoniacli , wio hiev cr- 
fordci'licb. 
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H^^^ ist die einzige der fünf dieGrundcurve^an 
den Stellen (y^ berührenden Bg-Flächen, auf der 
keine der Tangenten (y.) liegt." 

Der Satz ([ig) sagt, mit ßüclcsieht auf die friii]er(Nr, 34, 35) 
erörterte Construction der Coyarianten Ä und auf cp und mit 
Bezug auf Nr. 32, für unsere Fläche H^^^ Folgendes aus: 

Man lege zuvörderst die drei Flächen des „Netzes cp", 
die je zwei Tangenten («/. j/J enthalten. Dann geht vom 
dritten Punkt (j/,) immer eine Sehne {y, !/',) aus, die ganz auf 
der bez. Fläche liegt. 

Des Weiteren lege man die drei Flächen des „Netzes cp", 
die die Sehnen (j/. j/^^) (?/j j/',) ganz enthalten; sie entbiilten je 
ein Tangentenpaar («j ß^) der Curve np. 

Dann bildet die Begelschiiar der drei Axen (x^ [ij unsere 
Fläche H'f. 

Die drei Sehnen (j/^ y'^ liegen auf einer einzigen Fläche 
des „Netzes cp"; diese enthält die Tangenten A :^ 0. Diese 
Tangenten berühren auch unsere Fläche H^^^: die Berührungs- 
sehne ist die Curvenaxe A. etc. 

181. In ähnlicher "Weise theiJen wir noch einige Eigen- 
schaften der Hg-Cur^'e (36) mit. Solcher cubischer Curven, die 
mit der Gnmdcurve cp die beiden Punkte, Ebenen, Tangenten 
(0, OD ) gemein haben, giebt es noch eine <x> ^-Scbaar: 
(53) ps :^ /C(j \x', pSj £= 3 kj (1,^ X, pSg = 3 U^\i 'j?^ ps^ = h^ J.^, 

In der That zahlt man leicht die zehn Bedingungen ab, 
die die gewünschte Lage für eine cubische Curve (die von 
12 Constanten abhängt) erfordert. 

Aber auch die Form (53) ist evident , denn nach Voraus- 
setzung muss die rechte Seite von s^ den Faktor [i, dreimal, 
die von s^ den Faktor jj, zweimal, X einmal enthalten etc. 
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Will man Bich überzeugen, dass die 4 homogenen Grössen 
Ä in der That nur zwei *) unabhängige repräsentiren , so stelle 
man das Flächennetz der Curve (ÖS) auf: 

K K K K 

(54) v^ (3 s, s.^ - -"^-' sp + V, (9 s^ s^ - ^^ s, .,) 

K K 

+ Vg {3 5, Sg ^3-5 s|) = ■ - v„ $j, + v^ c[>^ -I- V., a-^. 

Dann sind die Parameter der drei constitiiireiiden Flächen 
4" dnrch die Eelation verbunden ; 

q, 6, i. 
Stellt man andrerseits die zur Involution 
(56) X^ + K [i' = 
gehöi'ige H^-Curve auf (mittelst des Sclinittpunkttheorems von 
(56)), so ergiebi sieh ohne Mühe : 

(57) pSj^ = [i^, ps^ = — [l X, pSji ^^ Jl>'', pSj =: — X , 
deren Flächennetz somit ist: 

(58) TZ^ (Sp Sg — Sj) _|_ Tz^ (s^ S^ — S, Sg) + ;Tg (s^ s^ — s^) =0. 
Unter den Flächen dieses Netzes befindet sich eine sius- 
ge zeichnete : 

(59) Sg s ~ Sj S =i: oder in Ebenencoordioaten: 

(60) U^ u,^ — 11.^ U^ =:= 0, 

Denn diese ist die einzige der Flachen {58), die zugleich 
der Grnndcnrve cp um beschrieben ist. Andrerseits ist dies die 
der Gruppe: 

zugehörige H,-F]äebe (ef. Sata fi.^), denn dann verschwinden 

*) Darimf war schon in der anra. pg, 44 hingewiesen. Den jilJgemeinon 
Sata (cf. 1. c.) hsweist man ganz wie oben. 
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in der pg. 296 anm. angegebenen Gleichung- a^, h^ tnid 
damit p^^ und p^^, wodurch sie in (59) übergeht. 

Also hat man zunUchat : 

[1^) ^Der zur speziellen Involution 
(X — y/ + X (X — y^f 
z u g e li ö r i g e n Hg-C u r v e H^^ ist eine ausgezeichnete 
Fläche zweiter Ordnung (59, 60) ein b esclirf eb en, 
die zugleich der Grundourve (f um beschri eb en 
ist, und die Tangenten [y^, j/^) enthält*). Diese 
entspricht der Gruppe (61) d. h. setzt man aus 
irgend Bwei zu {y^, y^) harmonischen Paaren ein 
Quadrupel zusammen, so liefert dies ein der 
Fläche(59) ein-iindcp umschriebenes Tetraeder." 

182. Diese Fläche erfreut sich noch einer weiteren in- 
teressanten Eigenschaft, 

Es giebt noch eine oo'-Schaar von Gurven (53), die auf 
ihr liegen: diese ist, wie die Vergleicliung von (59) mit (54) 
lehrt, durch die Bedingung festgelegt : 

(62) ^W — \ \ = 0. 

Jede dieser Ourven besitzt unendhch viele Sehnen, die 
zugleich Äxen von tp sind , ohne eine Hg-Curve zu sein 
(vgl. dagegen für den allgemeinen Fall Nr. 133). 

Umgekehrt lässt sich aber auch zeigen, dass wenn eine 
Curve (53) auch nur eine der auf der Fläche (59) liegenden 
Äsen von cp einmal trifft, sie zu der durch (£ 
Schaar gehört. 



*) Und roeipioh nnfiiriicli in cbi 
auegeaeiclinete Flache 

uai' und der Carve <p einbc^clivicljeii. 
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Denn irgend zwei Ebenen von rf (A,, ).^) treffen eine 
Curve (53) in den Tripeln : 

ih xl — 3hxix^n h \ ?.' — K y' = 

(63) r , , 

Soll nun die Axe (X^ X^) auf der Fläche (60) liegen, so 
ist X, 4- X^ = d. li. X^ = —X^ = X und (63) geht über in r 

Ik «^ — 3 l x\ + 3 iL xX^ — £, X^ = 
(64) « , 

(/co 3fl + 5\ x^X -f 3 7;^ xX^ + /cg X^ = 0, 

Daher haben die Wurzeln der ersten Gleichung die 
negativen Werthe von denen der zweiten. Haben somit für 
irgend einen Werth von x beide Gleichungen eine Wurzel 
gemein, so auch eine zweite. 

Die Bi^zoufsclic Resultante (cf. Nr. 12) wird in diesem 
Falle : 

(65) —Sk^ k^ x^ {\ &3 — 9 \ \f. 

Das VerscLwinden der ej-aten drei Faktoren (statt x^ 
würde es homogen heiasen: i^ x'^) bedeutet nur, dass alle 
Curven (53) mit (57) die beiden Tangenten 0, i» gemein 
haben; das des letzten Faktors beweist die aufgestellte Be- 
hauptimg. 

183. Es erübrigt noch zu zeigen, dasa unter allen 
Curven (53) die in Rede stehende (57) in der That die einzige 
H,-Ciirve ist. Aber dies ist evident: denn da jede Curve 
(53) mit unserer H^-Curve die Ebenen, Tangenten und Punkte 
(0, a>) gemein hat, so folgt aus der bekannten Beziehung zwischen 
(p und einer Hg-Curve, dasa für eine zweite Hg-Curve jedenfalls 
das Element mit dem dreifachen Elemente und das Element 
an mit dem dreifachen Elemente ca zwei Quadrupel der zu- 
gehörigen Involution bildet. Dies ist aber nur die Involu- 
tion (56). 

Und da jedes Quadrupel (50) sicli in zwei zu einander 
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liarniüiiisclie Paare zerlegt, die beide zum Paai'O^ gc harmo- 
nisch sind, so folgt : 

]j..) „Unter allen Ciirveu des Systems (53) ist 
die Ciirve H^^ die einzige H,-Curve, wälirend es 
noch eine Cß^-Schaar des Systems gicbt, die un- 
endlich viele Sehnen besitzen, die zugleieh 
Axeii von ip sind, nnd die alle mit 11^ auf der 
Fläche (59) liegen. Auf dieser lassen sich die 
Geraden der einen Sühaar, der die Tangenten 
(0, Co) V n (p a n g e h 8 r e n , in Paaren einer (gewöhn- 
lichen) Involution anordnen, deren Doppelele- 
ment e j e n e T a n g e u t e n sind. 

Jedes dieser Paare bildet zwei Gegen kanten 
eines cp n m- n n d lij^ ein beschriebenen Tetraeders, 
und umgekehrt besitztein jedes solches Tetra- 
eder ein Paar Gegenkanten, das auf der Fläche 
liegt und ein Paar der Involution bildet," 

184, Irgend eine Grundcurve cp und eine H^-Ourve 
sind projektivisch aufeinander bezogen. Denn jedem Punkte 
von Hg entspricht die eine Ebene von tp, die Gegenebene des 
von ihm ausgehenden, Hg ein- und cp umbeschriebeneu Tetra- 
eders ist und umgekehrt. 

|i^.) „Für die canonische Gleichungsform (Ö7) 
von HJ^ ist diese projektivische Beziehung zwischen 
Hf und i^: einfach durch 

(66)V = 1 
ausgodriickt." 

In der That, durch die angegebene Substitution ent- 
sprechen sich zunächst Punkt (tß ) von H^ und Ebene ( a<) 
von 9- Würde noch etwa dem Punkt 1 von Hj auch die 
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Ebene 1 von !p entsprechen, so kann die projektiv! sehe Be- 
ziehung zwischen beiden Curven nur die Form (66) haben. 

Nun bildet das Argument X = 1, mit dem Tripel ( — 1, 
-{■ i) ein Quadrupel der Involution (56). Vom Punkte 1 auf, 
H^" geht aber an :p das Ebeiientripel : 

(67) X' + ;.' -I- X + 1 r~ (X' 4- 1) (X + 1) 
mithin ist 1 die Gegenebene (auf 9) des vom Punkte 1 (auf 11^^) 
ausgebenden Tetraeders*), 

q. e. ä. 

184 Nach diesen Erörterungen über die Curven H^'^ 
imd Flächen H^^ und ihren Zusammenhang können wir die 
Sätze h) geometrisch so aussprechen : 

v) „Man denke sieb auf einer cubischen R a um- 
curve^, deren Ebenen mau als Elemente auftasat, 
eine biquadratische Involution nebst ihrer con- 
jugirten (dreigliedrigen) Gruppe gegeben. 

Dann sind die Quadrupelder Involution dar- 
gestellt durch cc^tpum- und einer Plurwitz'achen 
Curve Hj ein-; desgleichen die Quadrupel der 
uonjugirten Gruppe durch co cp um- und einer 
Fläche Hg einbeschriebene Tetraeder. 

Jede Kante eines der ersteren Tetraeder ist 
ungleich Axe von tpund SehnevonH^und reprä- 
sentirt ein Elementen paar (a^^ a;J der Involution. 

*DkmanlilE dirH n g 

führt, ghhGling(«nniianwd li )b 



Bezieh 
Boliaft 
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Jeder Eckpunkt eines der letzteren Tetra- 
ode r, d. i. j e d e r Pu ii kl d er F la cli e Hg repr äaentirt 
ein Elementeutripel {^y^, y.^, y.^ der eoujugirten 
Gr r 11 p p e. 

Dann trifft die durch ein Tri pel (^^, f/^, J/^j) be- 
stimmte spezielle Fläche H'f die Curve H^ in 
sechs solchen Punkten, dass vier von ihnen die 
Ecken e i n e s 9 u m b e s c h r i e b e n e n T e t r a e d e r s s i n d. 

Und die durch ein 'Ps.&v(x^,x^ bestimmte 
spezielle Curve Hf trifft die Fläche H, gleich- 
falls in sechs solchen Punkten." 

Damit verlassen wir die biquadratischo Involution als 
Repräsentantin des Schnittpiinkttheoi-ems der rationalen ebenen 
Curven vierter Ordnung und beenden diesen Abschnitt und 
damit das aweite Capitel dieses Buches mit der vollständigen 
Lösung der in den Hauptzügen schon behandelten Aufgabe 
die Anzahl und Natur der biquadratischen Involutionen mit 
(sechs) genieinsamen Doppel eiementen resp. Elementenpaaren 
zu ergründen, sowie mit der Folgerung der wichtigen Sätze, 
die sich daraus für die Theorie der eubisohen ßaiuncurven 
überhaupt von selbst ergeben. 

§. 29. 

Üie fünf Involutionen vierter Ordnung mit seclis gemeinsamen 

Doppelelementen. 

185. In Nr, I06 wurde der- Satz bewiesen: 
„Ist (e, vj) das Argumentenpaar einer Doppeltangente 
einer if^, so nimmt ihr Weudepunktsextupei J {A. i. eine 
allgemeine binäre Form sechsten Grades) durch die Sub- 
stitution : 

s angenommen werde) 
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eine Form ao, ia der die Coeffi eierten von X'" und X' ver- 
schwunden sind," 

Mithin muaste umgekehrt das Problem, die Doppeltan- 
genten der i?-Curv6n mit geraeinsamem Sextupel J (und damit 
auch das andere, die verschiedenen biquadratischen Involu- 
tionen mit gemeiDsamer Funktionaldeterminante J) aufzu- 
stellen, in dem allgemeineren enthalten sein, die Substitutionen 
(1) au finden, die eine binäre Form sechsten Grades in die 
angegebene Gestalt überführen. 

Es fragt sich aber jetzt, ob umgekehrt jede dieser 
Substitutionen auf eine Doppeltangente einer H^ mit den 
Wendepunkten J" führt, oder ob es noch weitere Substitu- 
tioneu giebt, die dieser Frage fremd sind. Dies soll vorerst 
erledigt werden. 

War das Sehnittpunkttheorem einer H^^: 

(2) a =0, \ = 0, 
also die Involution der Schnittpunktformen: 

(3) «1 + t Si =0 

so war das Sextupel der Wendepunkte der Curvc (2) (der 

Doppelelemente der Involution (3)) : 

(4) / = ii„^n' + 3p(^2n'X4-... -}'3p^^\lX^ -\-p^^}.^=0. 

Wir denken uns die Substitution (1), wo e, tj einer Dop- 
peltangente der Curve (2) angehören, ausgeführt und dann 
wieder X (homogen X, [a) statt X' geschrieben. 

Dann verschwinden a^, h^, und somit 

(5) i»„3 = 0, p^^ = 0. 

Gehen wir umgekehrt von diesen Bedingungen aus, so 
verfahren wir wie in Nr. 66. 

Die Gleichungen (5) haben entweder zur Folge, dass : 
(6a) a^^'b^'=^0 und damit auch p^^ = p^^ = 0, oder dass: 

Im ersten Falle ist in der That (s, Tj) eine Doppcltangente 
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iler Curve (2) , von der wir ausgingen, im aweiten scheint 

eine fremde Lösung vorzuliegen. Welete? 

Die Gleichungen (ö) (Qb) sind ersetzbar durch: 

(7) »^ -I- ]c\ = 0, a^ -f h'b^ =:0,a^-\- k'h^ = 

wo h' einen bestimmten, wenn auch noch unbekannten Faktor 

vorstellt. Dann hat das Quadrupel »)_ ~|- h'by^ die Form: 

(8} ai + h'bx = Xfi, Q? + k" [i') = 0. 

(Denken wir uns für den Moment h" variabel, so stellte 
(8) genau diejenige (einzige) Involution dar, die mit X* -|- m^ 
die gleichen Doppelelemente Q?, |i^ d. h, O", co^) gemein hat.) 
Mithin ist (e tj) in diesem Fall ein Paar, das mit einem zu 
ihm harmonischen ein Quadrupel der Involution (3) bildet. 
Nach Früherem giebt es drei Quadrupel der Involution (3), 
die aus zwei solchen Paaren bestehen; das zu beiden Paaren 
zugleich harmonische ergiebt jedesmal einen Doppelpunkt («^ ß^) 
der Curve (2). 

Demnach giebt es, wenn man von der Curve (2) ausgeht, 
einmal 4 Werthepaare e^ 15 erster Art (den Doppeltangenten 
zugehörig), die die vorgelegte Aufgabe (der canoniachen Form 
von 7) lösen ; dann aber noch 3 . 2 =: 6 weitere Paare zweiter 
Art e^ Tjg, die drei harmonische Quadrupel der Involution (3) 
bilden. Diese 6 Paare stehen aber nach Nr. 152 in sehr ein- 
fachem Zusammenhang, 

Wurde nemlich die Involution (3) auf einem Kegelschnitt 
if durch ein tf stütaendea Kegelschnittbüschel D ausgeschnitten, 
sodass die Grundpunkte des letzteren ein Polviereck von 9 
bildeten, so repräsentirten auf 9 bezogen diese 4 Eckpunkte 
die 4 Werthepaare (e^ »j^) erster Art und die 3 . 2 Seitenpaare 
des Vierecks die 3 . 2 Paare zweiter Art d. h, diese sechs letzteren 
Paare(£2TjJ sind die Funktionaldeterminanten der vier ersteren. 
(Die Doppelpunkte der Curve (2) waren dann durch die Ecken 
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des Polardreiecka des Büschels vorgestellt.) Diese 10 Paai'e 
bildeten einen Cyclua von fünf Quadrupeln (indem jedes 
Element e doppelt auftrat), so dass jedes dieser Quadrupel 
mit dem Reatsextupel in der oben angegebenen Weise je 
einer der fünf iJ-Citrven angehören , aus der die vier übrigen 
durch viel" Klassen trän sformationen T. hervorgingen, deren 
Fundanientallinien je drei der vier Doppeltangeuten waren. 

Legt man die Sehaar von Kegelschnitten, die dem Doppel- 
tangenten viersei t ein beschrieben sind, so hat diese mit der 
vorliegenden Ü-Ciirve die zu ihr gehörige (Tangenten-) In- 
volution (3) gemein. Die 3 . 2 Tangeutenpaare von den Gegen- 
ecken des Vierseits an die Curve bilden die 3 . 2 Paare e, -i] der 
zweiten Art (s^ i]^). 

Betrachtet mau eines dieser sechs Paare zweiter Art als 
die Doppelelemente einer (gewöhnlichen) Involution auf der 
i^-CurvCj so umhüllen die Geraden, die die Punktepaare der In- 
volution aus Ji ausschneiden, nach Nr. 165 eine rationale Curve 
dritter Claase, deren eine Doppeltangento gerade die beiden 
Punktepaare der Involution aussehneidet, die auf gerader Linie 
liegen. So gelangt man zu 6 rationalen Curven dritter Ciasse, 
deren 6 Doppeltangenten somit gerade die 6 Quadrupel 
ausschneiden, die sich in awei zu einander harmonische Paare 
zerlegen, so dass das zu ihnen zugleich harmonische Paar 
ein Paar (e 75) der zweiten Art ist. Nennen wir diese die 6 
Doppeltangenten (e^ tj^)^ so haben wir, alles zusamraengefasst, 



a) ,jEs giebt miiidestens einen Cjclu s von zehn 
Substitutionen (1), die eine allgemeine binäre 
Form sechsten Grades in die eanonische Form 
(5) überführen, Die augehörigen Werthepaare 
(e. ))j) bilden in der That (doppelt gezählt) die 5 
Doppeltangentenquadrupel von fünf durch den 
TranaformationsproceasT. cyclischverbundenen 
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Ourven iJ mit demselben (gegebenen) Wcnde- 
punktssextupel. 

Für jede einzelne der fünf Ciirven B aer- 
legen sich die 10 Paare (e ij) in vier erster Art (s^ i]^) 
{die Doppeltangenter(argnnieiiten) paare) und sechs 
aweiter Art {^.^fi^, die 3.2 Tangentenpaare, die 
von den Gegeneeken des Doppeltangentenvier- 
seits an die Curve gehen. 

Diese sechs Paare zweiter Art bilden zugleich 
die Lösung der Aufgabe, „für die vorliegende 
Cnrve R die Argumente der Doppelpunkte zu 
finden". Man erhält sie, wenn man die au den 
drei „Paarpaaren" harmonischen Paare sucht. 

Fasst man die sechsPaare zweiter Art (s^tj^), 
jedes als die Doppelelemente einer Involution 
zweiter Ordnung auf, so giebt es für jede eine 
Gerade der Ebene, die z wei Punktep aare derln- 
volution aus R ausschneidet. Diese sechs Ge- 
raden (die Doppeltangenten (s^vj^) von sechs be- 
stimmten Curven dritter Klasse) umhüllen nebst 
denseehsWendeiangenteneine bestimmte Curve 
dritter Klasse, deren Tangenten aus B, die har- 
monischen Quadrupel au ssehneiden." 

186. Dass es aber in Wirklichkeit nur einen solchen 
Substitutiouencyclus (1) giebt, liisst sieh z. B. (abgesehen von 
weiteren Bestätigungen) mittelst einer direkten Methode nach- 
weisen , die auch die Zehnzahl ohne Weiteres erselieinen lässt 
und mit gleichem Erfolge auf die allgemeine Aufgabe (für 
eine Form ra**" Grades die Substitutionen (1) zu finden, ver- 
möge deren die Coefücienten von X"^^ und X verschwinden) 
anwenden las st. 

Geht eine gegebene Form 

(9) f = ß^ ^ a^ ;." + 6 «^ X' + . . , . 6 «. X -|- (j^ 
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vermöge der Substitution 

(10) r = ~- ' oder X = ^^■ 

über {nach Multiplication mit (X' — 1)'} in eine solche Form 
von X', dass die Coefficienten von -/^ und X' verschwinden, bo 
liefert die Taylor'sclie Entwicklung die beiden Bedingungen 
(zur Bestimmung von a, ß): 

(U) E = a,s^ = 0, Hzia^s,= 0. 
Statt dieser wählen wir irgend zwei der fünf linearen 
Combinationen beider: 

(12)E-H=0, Ei]-H£ = 0, E»;'— H£' = 0, ...E^*-He^=0 
z. B. *) die erste und letzte, die entwickelt nach Weglassung 

des Eaktors (e — 7j) lauten (-- = s -f- jj, - - ^ sr;): 

•^^^^ j«g a^ a^ (aj — 2 <j„ o^) + , + 

f_|_ 5 «^ oj c^ + 10 ög a^ a^+ 10«^ a,oS .^4 03 oJ=E—H=0 
j+ . + . + . 4-4a^a^=EV— He^=0 
wo die zweite aus der ersten durch gleichzeitige Vertauschung 
von a. mit a^_^ und a^ mit c^ hervorgeht. 

Die gemeinsamen Lösungen von (11) sind auch in den 
gemeinsamen Lösungen von (13) enthalten, umgekehrt aber 
enthftlt(13)noch fremde Lösungen, die durch Verschwinden von 

(14) ! , ,:- (e~7)) (E + fi) (Z' + ,i^) = 

«) De Bntn ck! g It f t,enl n P da Bed agu ^en (12) 

in ganz analog r We e Dann t eten 1 tremle L b ng och de 

Werthe c ( esp )]) =: L C" a 1 de e chn pu kte le be gl che 

Cnrven (13) a t len &e adeii j^ ^ o ^^ '^ entap echen De a 

den fünf Cu en (12) Inea a s me ^8 etite S haa st dan h no an 

dere, als le ganze oo [ 1 1 e k i 1 1 ) i,elie le b 1 a 

von Cu ven e W ^ In j. 
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entsteheo, wo aber der erste Faktor schon bedeutimgslos ge- 
worden ist, da er in (13) weggelassen wurde. 

Die beiden andern Faktoren führen, wie leicht zu zeigen, 
zu 2 -|- 4 ^ 6 fremden Lösungen. Bezogen auf irgend einen 
Nonnkegelschnitt, stellen die Gleichungen (13) zwei Curven 
vierter Ordnung dar, mit je einem Doppelpunkte in resp. 
(o^^ = 0, C^ — und a^ :^ 0, (j^ ~ 0). Die Tangenten in 
diesen sind resp. 
{15) a^ = 0, %aj + 2 a^ o„ = 0; und a^ = 0, a^_ a, + 2 1(_ Og=:0. 

Daher treffen sich die Curven (13) auf der Geraden 
£ --[- Tj r~ a^ ^ in einem Punktepaar 

(16) a^ al — «, a^ = 0. 

Dies sind die dem Faktor (s -|- Vj) in (14) zugehörigen 
fremden Lösungen. Die für den aweiten 

(17) s^ + yj3 = o3 _ 2 (j^ g^ _ 

erhält man durch den Schnitt dieses Kegelschnitts, der den 
Normkegelschnitt in den Punkten <j^ ^0, o^ = und o^^ 0, (7^=0 
berührt, mit den Curven (13). Set^t man z. B, in die erste 

den Werth (IT): a„ = t^ — ein, so kommt: 

" % 
(18)a*(«ja*+5«^a3ay-|-10ffi^aäoä^l0a^a^a3+4fl.a^=0, 

d. i. die erste Curve (13) hat nicht nur, wie (15) zeigt, in 
dem Doppelpunkt 0^ = 0, c^ ^ 0, der ja ein Punkt des Norm- 
kegelschnitts ist, dessen Tangente {a^ =0) als die eine Doppel- 
punktatangento , sondern osculirt auch noch den Kegelschnitt 
(17) in ihm. 

Das Entsprechende gilt für die zweite Curve (13) und 
ihren Doppelpunkt. Demnach schneiden sich beide Curven 
(13) nur noch in vier Punkten auf dem Kegelschnitt (17). 

ß) „Die übrigen 10 = 16 — 6 Schnittpunkte des 
Ciirvenpaares (13) müssen somit die Werth epaare 
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(ß, rf) liefern, die die gestellte Frage lösen. Diese 
bilden diiiiii gerade den Cyclus des Satzes a)« *}. 

§. 30. 

Die Ijiquadratiselieii Involutionen mit seeis gemeinsamen 

Elementenpaaren. 

187. Man verdankt Cremoiia^^) die drei Sätze: 

y) „I, Zwei ciibieche Eaiimcurven haben im 

Allgemeinen sehn gemeinBame Axen (Sehnen). 

') Die zeliii WerthepaaiB (e /jl, die die Aulgolie ^omit lobCn , niiLU 
diB Tier Aigum enteil paare '^, der Doppeltangenteii eiiiei S^ (mit den 
Wendepunkten J=Oj nebst iliien secliB bez riinktionaldefenüinanteu ij^j^ 
Diese letatmen bildeten diei { bai m oni solle j (iiiadiipel dei tn^nliition 

Wai diese Insnlntion auf dem Noinil e^elschnitt N_ dai^ehteüt =0 
lepnlaen tuten ihie Elementenpaiie lie TunklL eiiiei H.^ Time d 1, ans 
JV, das 'fextupel / ansaohnitt 

Andeieiseits bildeten naoh Nr l'i2 \nui dasa wii uns itt/;t diialistihcii 
aiisdriiok™ die iiei Üeiaden, die aui N^ die Paare Ij ansBcbneideii [von 
deitn Sohnittpunhien iho dm Tang eilten paare '1/^^ an N^ gelipn ein Pol 
vierseit von Ng. Da aber seine Gegeneclceii paare dm Quadrupel dar 
Involution bilden, bo ist dies Polvieraeit der Hg-Curve einge- 
schrieben: somit ist die letztere (of. Nr. 148) in der Form dar- 
stellbar; 



die J)| ^ die Seiten des Polvierseita sind. 
„Mithin ist eine Form sechsten Grades / auf fiinf li ü- 
oimte Weisen in der Form 

iBtellbar, no die i die fiinf Quadrnpel bilden, in die sieb 
äaehn Werthepaare e, i] (doppelt gezählt) anordnen." 
(Jedem Quadrupel gehört eine bestimmte Gruppe der Constanten m, au.) 
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11. Jede flerselbcn besitzt im A 11 g u m ei :i c n 
sechs Axen (Seliuon), die Hehiien (Axeii) der an- 
dern sind. 

m. Es giebt im Allgemeinem sechs cubische 
Curven, die sechs beliebige Raumgera de aii Axeii 
(Sehnen) haben." 

Diese Sätze ermög)ichen in Verbindung mit der Tlieorie 
der Hurwita'schen Curveii Hg eine höchst fruchtbare Behand- 
lung unserer Involutionen (spec. der Titelfrage) auf cubiäcben 
Eaumcurven. 

Diese stellt sich dann so : 

Wieviel Curven H^ giebt es, die sechs be- 
liebig gewählte Axen der gegebenen cubisolien 
Curve ip zu Sehnen haben? 

Diese Frage ist offenbar eine Verallgemeinerung der im 
vorigen §. behandelten, auf die man wieder zurückgeführt 
wird, wenn man die sechs Axen von 9 zu Tangenten 
werden lässt. 

Dann giebt es nach (y III) sechs cubische Curven, die 
diese Taugenten zu Sehnen haben; eine von ihnen ist aber 
emchtlich 9 selbst. Daher zeigen die Ergebnisse des vorigen 
§. zunächst: 

S) „Die fünf cu bischen Curven, die sechs be- 
liebige Tangenten w der gegebenen, 9, zu Sehnen 
haben, sind identisch mit den fünf Curven H^ des 
Satzes (pg. 211), deren zugehörige Involutionen 
diejenigen sind, die die Doppelelemente im ge- 
mein haben. 

Für jede der Curven H^^ und cp gilt dann Satz 

[ÄHoh aiesen Sata findGt man bei H. Brill (Mnth. Ann. XS pg. 355), 
wenn alioli ganz andeva bewiesen, wie icli naobtrüglic)] zu bemeriten habe. 
Anfang Febmav i883-] 
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Y II nicht mehr, da es uncniälicli viele Axeii von 
9giebt, die Sehueii von H^ sind." 

Die näheren Beziehungen zwischen diesen Curven ergeben 
sich sofort mit Hülfe der uns schon bekannten Involutions- 
sätze und (3es Satzes y I: sie fliessen aber als specielle Falle 
aus der Configuration , die die allgemeinere (Titel-) Frage nach 
sich ziehen wird. 

188, Zunächst giebt es wieder sechs cnbische Cnrven F, 
die sechs behebige Axen (ti^ v^) von 9 au Sehnen haben. Yon 
diesen muss mindestens eine den Satz y II befriedigen. 
Dann nach Satz y III kann man sich die Corve np entstanden 
denken, als eine von denen, die sechs ganz beliebige ßaum- 
gerade zu Axen {ti^ v^) haben. Würde es dann für jede Ourve 
r imendlich viele Sehnen geben, die Axen von fp wären, so 
wäre Satz y II unmöglich *). 

Andrerseits giebt es aber, wie wir wissen (cf. pg, 308) 
mindestens fünf Involutionen mit sechs gemeinsamen Ele- 
mentenpaaren, also giebt es nur eine Curve V, die den Satz 
y II befolgt, während die übrigen fünf H^-Curven sind. Dann 
aber geht aus dem „Pentaedersatze'' pg. 247 nunmehr der 
folgende hervor: 

e)I. „Von den sechs cubischen Curven F, die sechs 
beliebige Axen der Curve ly zu Sehnen haben, sind 
immer fünfH^-Curven, Je zwei derselben haben noch 
drei, je drei noch eine Sehne gemein, die zugleich 
Axen von tp sind. Diese stellen die Restelemcnten- 
paare dar, die je zwei resp. drei der fünf zuge- 
hörigen Involutionen noch gemein haben, 

'j In genau dereelbea Wfli«e Bchlieast man dass füi je i« 1,1 dei 
(Ulli H, Curven oder aucb je i^^el dei secliB CucYen v (ol Ni 181 dei 
Si)ä f I gelten masE Denn man gebe iimgekchit ^m zwei Cuivpn dsi 
Satze« f I aii'J gicife lus len acl i {.Pmemaamtn Äi-pn 'iechs lieiius md 
■veifaliie dann, ■^le un Teste 
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II. Stehen zwei cubiache Oiirvcii in der Be- 
ziehung, dass es unendlich viele Sehnen der einen 
giebt, die zngleich Axen der andern sind, so ist 
diese Beziehung auch eine Hurivitz'sche, d. h. 
diese G-eraden ordnen sich an als die Gegen- 
kanten von unendlich vielen der ersten Curve 
ein- und der zweiten umbeschriebenen Tetrae dem." 

Zu Satz I ist zu bemerken, dass in der That die drei 
Sehnen j die je zweien der fünf Cnrven H^ noch gemein sind 
(und zugleich Axen von cp sind) mit der vierten (die zugleich 
Sehne der sechsten Curve V ist cf. unten) und mit den ursprüng- 
lichen sechs Axen von 9 die zehn Sehnen bilden, die nach 
Satz y I beiden Curven gemein sein milssen. 

Satz II gilt, weil man von den vorausgesetzten unend- 
lich vielen Axen von 9 (die Sehnen der zweiten Curve sind) 
irgend sechs herausgreifen und auf diese den Sata I an- 
wenden kann. 

18Ü. Wir vervollständigen jetat unsere Figur dadurch, 
dass wir noch die fünf weiteren Curven legen, die unsere sechs 
Axen von ip gleichfalls zu Axen haben. Nennen wir alle diese 
die Curven <x^, dagegen jene, die sie zu Sehnen haben, a^ 
(i = ], 2, . . 6) , so haben wir eine Configuration von 2 . 6 
eubiachen Curven , die der bekannten einer Doppelsechs einer 
Fläche dritter Ordnung analog ist. Gerade wie da jeder Ge- 
raden der einen Sechs eine einzige der andern entspricht und 
umg. (die zu ihr windschief ist, während sie die fünf andern 
trifft), so folgt hier unmittelbar aus Satz e I; 

1^) pDie beiden Sechsen von Curven «., k. (J^ 1 ..6), 
die sechs beliebige Raum gerade </ zu Sehnen 
resp, Axen haben, stehen in dem eigenthümlichen 
Verhältniss, dass jede Curve a. einer bestimmten 
Curve K. (denen daher der gleich e Index beigelegt 
wird) u, umg. eindeutig entspricht, so, dass die 
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sechs Geraden </ die eineiigen sind, die Sehnen 
von «j und Axen vona^ sind. 

Dagegen stehen je zwei Curven a^, ai,^ (j- ^ ^ in 
der Hurwitz'scben Beziehung, d. h. es giebt ausser 
den Geraden g noch unendlich viele Sehnen von 
a., die Axen von a^ sind." 

Daher erweitert sich mit Hülfe des Satzes y I der Satz e I 
zu folgendemj der die sechs Curven a. (a^ ganz gleiclimässig 
behandelt: 

j]) pDie sechs cubischen C urven a^ (die sechs 
beliebige Gerade g au Sehnen haben) besitzen 
ausser diesen nochzuje zweien vier gemeinsame 
6. 
TT 

Diese rednciren sich aberant'20, dajede von 
ihnen gern einsame Sehne s^^^ von drei der Curven 
ß., o., fljißt (also dreimal auftritt). 

Diese 20 Linien sind zugleich die entsprech- 
enden 20 weiteren Axen a von je dreien der Curven 
K (die die Geraden ff zu Axen haben) und zwar ist 

^ikl = °mn (*' ^' ^' "*' ^>P~'^, 2, 3, 4, 5, 6). 
Desgleichen sind die vier Sehnen, die je dreien 
der Curven a geraein sind: 

^,1=1 ^*n, '>M «kl. 

nebst den 6 Geraden (/ die 10 gemeinsamen Axen der 
beiden Curven a « . 

Die sechs Geraden, die je vier der sechs Curven a 

mit einer der beiden übrigen a^zu gemeinsamen 
Sehnen haben, ordnen sich in drei Paare 



y Google 



t and die Nurmcn 



die G e g e II k ;i li t e n dreier Tetraeder sind, die a^^ 
ein- und a umbeschrieben sind." 

Desgleichen gelten die reciprolcen Siitae (indem man die 
a mit den resp. a vertanaolit), so dass man den Satz yj ala 
^Hexaeder ''-Satz Isni-z so formuliren katin : 

'*]j) „Die beiden Sechsen von Ciil-veii a, a. sind 
in Bezug auf ihre gemeinsamen Sehnen, resp, 
Axcii gruppii-t, wie dieEcken r es p. Ebenen eines 
Hexaeders r es p, Sechsecks, wo das letztere dem 
ersterenum- (und damit daserstere dem letzteren 
ein-) beschrieben ist.*' 

190. Andrerseits waren (Nr. 155) fünf Involutionen mit 
sechs gemeinsamen Elementen paaren (m^ v'^ dargestellt durch 
die vier Strahl- und das Kegel achnittbüschel {B^, D) von vier 
Doppelpunkten einer rationalen ebenen Ourve sechster Ord- 
nung lit mit den sechs weiteren Doppelpunkten (u^ V^, und 
zwar schneiden diese fünf Büschel die Livolutionen aus der 
Curve aus. 

Weiter unten wird gezeigt ^ dass umgekehrt die sechs Ar- 
gumentenpaare M| üj für die Curve ganz beliebig ange- 
nommen werden dürfen, dann aber alle übrigen Singularitäten- 
argumente bestimmt sind. 

Dann sind aber gerade die Argumentenpaare (e^ 7)j.) der 
vier Doppelpunkte D solche vier Elementenpaare, die je dreien 
von irgend vier der fünf in ßede stehenden Involutionen 
gemein sind : mithin folgt daraus und aus Satz tj) : 

x) ^üie zehn Argnnientenpaare der Doppel- 
punkte einer i?^ stehen in derselben Beziehung 
zu einander, wie die zehn Argnnientenpaare einer 
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cu bischen Eaumcurve, die zehn Axen (Sehnen) 
zugehören, die zugleich Axen (Sehnen) einer 
zweiten solchen Curve sind." 

Umgekehrt bestimmen also irgend awei in allgemeiner *) 
Lage befindliche cubische Eaumciirven sowohl durch ihre ge- 
meinsamen Axeu als auch Sehnen je eine Klasse **) von R^, 
deren Individuen projektivisch in einander überfUhrbai- sind, 

Aus dem Dualismus von Axe und Sehne folgt weiter: 

v,^) „Jeder B^ ist eine bestimmte andere eindeutig 
zugeordnet und umg.: ihre Doppelpunktsargumente 
entsprechen den gemeinsamen Axen und öehnen 
zweier eubischer Baumcurven.* 

191. Geht man von zwei cubischen Raumcurven a,^, a^ 
aus, greift aus ihren zehn gemeinsamen Axen irgend sechs 
heraus, so sind stets die vier übrigen nach dem Schema des 
Satzes 7)) 

^m ^12d ^134 *S34 

Sehnen von vier weiteren Curven a^, a^, a^, a^. Dies führt zu 
dem Satz, den ich nachträglich auch bei l\. Em. Wüyr'io) gg. 
funden habe: 

X) „Die zehn gemeinsamen Axen (Sehnen) zweier 
eubischer Eaumcurven sind zu je neun Sehnen (Axen) 
einer weiteren cubischen Cnrve." 

Ausserdem wissen wir von ihnen; 

j Habe 1 1 9 1er C p d Eb (P Lt ) 

geaen o haben s e na. h C (' ) b p li d 

Axe {Sei ne) gerne nDe-Elmti tph d wb 

nur angefübrt e de D pp Ij 1 1 B £ S ä ä B 
cont nu 1 ch n uil r üb g h k 

*'') E ne solche „anz lü (Igb hd ghgF 
gruipe stmeC^e 1 b bjtt)d il 7 b .ffpl 

ee t rt Abkü zngfelll t, jSdEil 
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Xg) „Jede dieser zehn (zehn) weiteren Cnrven ist 
eine Hurwitz'sche Hg-Curve der Origiualcurve d.h. 
je neun der zehn zugehörigen Elementenpaare sind 
die einer Involution vierter Ordnung." 

Aas dem Bilde der R^ lassen sich mit Leichtigkeit noch 
weitere Beziehungen zwischen diesen 10 Involutionen ablesen. 

Die zehn Axen seien bezeichnet mit {ti^_ vj (r = 1, 2, . . 10) : 
die entsprechenden zehn Involutionen mit J . In jeder giebt 
es neun weitere Elementenpaare, die mit den neun gegebenen 
neun Quadrupel i3er Involution bilden. Solcher weiteren Paare 
10.9 
' "2- '■ 

Man gelangt zu ihnen auch dadurch, dass je zwei der 
zehn Involutionen noch ein weiteres Biementenpaar gemein 
haben. Dies sind die 45 Paa,re, 

2u je sieben der zehn Paare (u^ w^) gehören immer drei 
der 45 weiteren Paare in der Weise, dass diese keiner der 
sieben Involutionen J" (s = 1, 2, , , 7) angehören, 

„Diese sieben -|- drei Paare bestimmen zehn Axen, die 
wieder zugleich Axen einer weiteren cubischen Curve sind. 
Solcher weiteren Curyen giebt es daher 120." 

Diese Eigenschaften , die leicht noch weiter ausgedeJmt 
werden können, mögen hier geniigen. Greift man irgend sechs 
der zehn Axen heraus, so kommt man wieder zur ursprüng- 
hclien Doppelsecha zurück, die somit nur ein specieller Fall 
des jetzigen ist. 

§. 31. 

Portsatzuiig. Das SchiiittpuTikttiieorem derüg, auf der eubischeu 

Normcurve studirt. 

192. Das weitere Studium der aus zwei cubischen Raum- 
curven bestehenden Figur wird sich auf die Fläche (vierter 
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Ordnimg) conceotriren , auf der die zehn gemeinsamen Äxen 
beider liegen. Dies geschieht mit grosser Leichtigkeit mit 
Hülfe des SchnittpunkttheoremB der H^, oder was dasselbe ist, 
mit Hülfe der Theorie der zweigliedrigen Gruppen sechster 
Ordnung resp. itirer conjugirten. Man wird also behufs ein- 
gehenden Studiums der biqiiadratisöhen Involution jetzt zum 
zweiten *) Mal auf die Theorie dor Gruppen sechster Ordnimg 
verwiesen. 

Die projektivischen Eigenschaften einer 7J^ {ü. h, einer 
dreigliedrigen Gruppe sechster Ordnung) hängen ersichtlich 
von 12 Constaiiten ab. Demgemäss kann man nach denjenigen 
M^ fragen, für die sechs ihrer zehn Doppelpunkte ganz be- 
liebig gewählte Argumentenpaare (m.«,) besitzen. Man denke 
sich eine Curve mit dieser Eigenschaft gegeben. Dann lege 
man ein Dreieck, dessen Seiten immer zwei der sechs Doppel- 
punkte enthalten. Dann giebt es in der Gruppe der M^ 
drei Formen der Art: 

(1) f,-f,-f„;f,-f,-f,.;U-h-f,, 

WO (^ v\ die Wurzeln der quadratischen Form f^ sind: wiihrend 
die / , f , f, drei unbekannte quadi-atische Formen vorstellen. 
Sollen die(M t)) in der That Doppelpunkten zugehören, so 
sind sechs Bedingungen dazu nothwendig und hinreichend von 
der Form: 



(2, (4- 4:/..! _f._if.-4l 



wo die Variable X links durch u^, rechts durch v^ ersetzt ist. 

Dies hefert zur Bestimmung der sechs unbekannten (der 
Eestpunktepaare der Seiten des Dreiecks oder der Wurzeln 
von f|2, fg^, /jj) sechs Gleichungen. 

*) Das ei-ste Mnl m Nr. 132 au ohiur runii sechster Ordnung und 
ilirer coiijugirtön Gruppe. 
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Aber eine solche Bestimmungs weise ist bekaniitlicii un- 
sicher: die sechs Gleichungen (2) könnten abhängig von ein- 
ander sein, und somit auch die Wurzeln der f.. 

Dann gäbe es im Allgemeinen keine aus (!) 
{wo die /■ die vor gegebene Bedeutung haben sollen; 
Kusamniense tzbar e dreigliedrige „(^ol^-Gruppe: 
würde es aber im besondern eine geben, so auch 
unendlich viele. 

Die Unmöglichkeit des letzteren Falles soll dargethan 
werden : dann exietiren Lösungssysteme von (2). Nun aber 
existirte für den Fall u^ = v^ nach Früherem nur eine end- 
liche Zahl von (ö) Lösungen : also auch im Allgemeitien und 
zwar dann wie wir wissen , die gleiche Zahl. g. e. d. 
Somit gilt : 

a) „Bei beliebiger {nur nicht specieller *)) An- 
nahme der (u^v^) d. i. der f ^ g i e b t es fünf L ö s u n g s- 
systerae für die Goeff ici enten derf^^, f^^, f^^in {2}." 

193. Das Schuittpnnkttheoreni einer Ü"^ lautet nach dem 
allgemeinen Satz der Nr. 6 : 

{3) a^ = 0, h^=: 0, c^ = 0, d^ = 
wo diese Formen aus den „Schnittpunktformen" a^ S^, c^, ä-j^ 
durch Polarisation nach sechs Elementen entstehen. Diese 
letzteren Formen bilden die zu (1) eonjugirte Gruppe, deren 
Combinanten mit denen der Gruppe der R^ identisch sind 
(cf. Nr. 2&). Diese Formen, mithin auch die Forniun (3) sind 
demnach ganz beliebig wählbar. 

*) Wählt man z, B. für die (u, »,) die Aiguinente der seelis Duppel- 
piinUta eiiiei' E^, so giebt es, wie leiolit au seliea, iiuBadlioli viele Lö- 
Buiigec. Denn dann giebt es unendlioli viele Curven H , die die beafiglichen 
sechs Aseii der oubiachen Grundourv^e o bu Sehnen haben. 
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Gemiiss der Entwicklung der Nr. 23 kann man sie auch 
ao schreiben : 

(4) »^ a^ ~ 0, 6^ h^ = 0, c^ e^ = 0, ä^ ä^ = 0. 
Diese Gleicliungon sagen dann aus , dü.aa das Punkte[jaar c, t 
in Bezug auf die Flächen 

(5) al = 0, hl^ 0, ol = 0, dl = 
(und damit auch in Bezug auf das ganze aus ihnen linear con- 
stituirte „Gebüsch") conjugirt sind. Jede Fläche des Gebüsches 
stützt die Normcurve N^, 

Werden die partiellen Ditferentialquotienten von «^ nach 
c. mit Ä bezeichnet, analog die von J^ mit .B. etc., so liefert 
die Elimination der x aus (4) das bi quadratische Schnittpunkt- 
theorem erster Ordnung der E^ (1) (oder (3)) (wegen des Aus- 
drucks ef. §. 2) : 

A^ A^ A^ A^. 
J?„ B. B„ B'\ 

B^ Dj Dg dJ 

Diese Fläche vierter Ordnung, die sogenannte Jakobi'sche*^'* 
der Flächen (5) (d. i. der Ort der Spitzen aller Kegel ihres 
Gebüsches) heisse kurz „die Darstellungsfläche des 
Schnittpuukttheorems einer Jf^ oder ooch kürzer 
die Dai-stelluagsfläclie einer if^". 

Die Punkte der Fläche sind sicli invokitorisch in der 
Art zugeordnet, dass zu j edem Punkte von ihr ein zweiter 
solcher gehört und au diesem wieder der erste, die dann die 
Gegenecken eines der Norincurve N^ umschriebenen gemein- 
samen Polaechsflachs des Gebüsches (5) bilden, mithin neun 
weitere solche Punktepaare (als die weiteren Gegenecken des 
Sechsflachs) nach sich ziehen. 

Die Schnittpunkte von F^ mit N,^ sind durch die Funkti- 
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oiialdeteriaiiiante der Formen u^, b^, c^, d-^^ gegeben, stellen 
somit nach Satz pg. 41 die zwölf Wendepunkte der If dar. 
Aus dem Begriff der Wetidetangente folgt ohne Weiteres für 
die Fläche : 

ß) pDie Tangente dorXormcnrve S^ J n einem 
ihrer Schnittpunkte TT^ rai t .F^ tri ff t d iesc in drei 
weiteren P unkten P^ P^ P^. Von jedem gehtnooh 
c*weEbeneanNg(Xj resp. X^resp. X.^). Die drei Axen 
dieses Triedera osculiren die Fläche im Punkte W." 

Eineiig besitzt bekanntlich 24 Doppeltangenten ((7. e.): 
andrerseits die Fläche F^ (wie jede Fläche vierter Ordnung) 
48 mit Ng gemeinsame Tangenten. 

Aus dem Begriff der Doppeltangente folgt: 

Y) „Die 48 der Fläche F^ mit Jer (Jurve N^ 
gemeinsamen Tangenten th eilen sich in :^4 Paare 
derart, dass f ü r j ed es Pa ar («i^ e.) di e Beruh ruugs- 
sehne der Fläche die Axe (d| e,) von Nj, ist." 

Jede Gerade in der Ebene der R^ trifft sie in sechs 
Punkten, die zehn Tripelpaare a, t bilden. Diese bilden im 
Räume gerade die zehn Gegeneeken paare eines Ng um- und 
F^ einbeschriebenen Sechstlachs (eines Polsechsflachs des Ge- 
buEches (5)) : also : 

5) gEs giebt oj^ gemeinsame Polsechsflache 
desGebüsches (5)j die der Jacobi'schen E'läche 
F^ derselben ein- imd einer atif dein Gebüsch 
ruhenden euhischen Raumcurve umbeschrieben 
sind." 

Es seien X^X,^ . . .X^ sechs Punkte der P^ auf einer Ge- 
raden. Dermiach trifft die Axe (X^ J.J von X^ die F^ in vier 
Punkten : 
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0) {\ \ \) (\ X^ XJ (Xj X^ ?.,_) (X^ X^ \). 
Ist aber (X^ X^} ein Doppelpunkt der S^, so werden die 
Restpunkte niibestimmt und ihre Elemente bilden eine biqua- 
dratische Involution. Demnach haben wir: 

£)*) „Den zehn Doppelpunkten (ii.. ».) der S'^ 
entsprechen ;^ehn Axen («. t;^) von N^, die ganz auf 
der Fläche F^ liegen. Die den Punkten einer 
solchen Geraden auf der Flache Involutorisuh 
zugeordneten Punkte durchlaufen eine iij,-C ur ve 
(Hl)." 

194. Nach Satz %} Nr. 190 bilden aber diese zehn Axeii 
von N^ zugleich zehn Axen einer zweiten cuhischen Curve <^: 
welche Beziehung hat sie zum G-ebüsch (5)? 

Nimmt man i|; für den Augenblick zur Normcurve, so 
gilt für sie gemäss dem citirten Satze in Bezug auf die iJ^ 
da^elbe, wie für N^: d, h. die zehn Axen liegen auf einer 
zweiten F^. Da aber auf dieser auch die zehn H^-Curven 
Hegen, die je neun der zehn A-xen.zu Sehnen haben, so müssen 
beide Flächen identisch sein (da ihre Schnittcnrve ja von 
höherer als der 16. Ordnung wäre). Dies liefei-t den Reje- 
schen^^l Satz; 

g „Die Fläche vier t er Ovdnuiig _F^, die durch 
die zehn gemeinsamen Axen zweier cubischer 
Raumcurveii geht (uuddadurebvöllig bestimmt 
ist) ist die Jiicobi'fic he Fläche eines beide Cur ven 
stützenden Gebüsches von Flächen zweiter 
Ordnung. 



*) Die Sftoe (ß) bis (t) bilden die Aiialugien zu den Eigen 
1- H -PUiche der ciibiechea Cm-vp, 
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Diu aehiiAxon Biiifli^ic G e ra d eii<!e i- k e h n im 
Gebüsch befin dl cie Plenenpaare." 

Da& Letzte erg pbt sei h er leicht sivis dem Begriffeines 
Doppelpunktes (aow a ch "V-. 137). Denn ist a, ß einer 

der Doppelpunkte de M o b o ne der aus den Formen (3) 
linear zusammen setz b e vo le Gestalt: 

(r) s. £ (X, — «) . . . (X, _ «) _ , (Xj _ p) . . . (X, - p) 

d, li. eine Form der zur if coiijugirteii Gruppe int als Summe 
von zwei aeclisten Potenzen (von {X — a) und (X — [i)) darstell- 
bar. Dann aber wird die zv (8) gehörige Fläche : 

(9) A*' — tB^ = 
wo A =r 0, B = die Ebenen a, ß der Normcurve darstellen; 
sodass das Ebouenpaar (9) zu ihnen harmonisch ist. 

Mithin iatjede Axe (m^ v^) Gerade eiiic^ Ebenen- 
paares des Gebliaches (5). 

Solcher Ebenenpaare giebt es aber bekanntlicli aehn *). 
Die Gleichung (9) lehrt : 

Q „Die dem Flächengebüsch des Satzes Q 
ange hörigen zehn Ebenen paare erhält man als 
diereap. Ebenenpaare, die zu den beidenvon je 
einer der zehn Axen an die beiden cubischen 

■*) Dil'! fls ke n weitties Eleiienpan Ics üebusoliPB fS) (äat, wie 
sich gleich ztjgen will au gnna allgpmi='mrs QebiBoli iht) giebt ist leioHt 
so einzuBeheD Fui em Cbenenpaat \oii-Bliwiiidea nlle ersten Uiiterdtter 
mmanten seiner Determinante and uiiigekelict smd dies fli eine F die 
notliwendigpn und hinreid] enden bedingiingeii äasH sie e n Ehenfii 
pBni wild 

Diese Unterdetermmimtan Bind abei lui den 1 ill emei e üp cubi^clie 
Curie stutzenden -T identiiob mit den keinen dei tlaliix der pg 21b 
Dann aboi ist wie damals gazeigt wude die Foim, die Jia sechs '«Llinitt 
punkte vm IJacbe iind Luive daiBlellt ila Sn nine von zwei saclaton 
Potenzen darstellbai Mithin mnsa auch iedem Ebenenpaai des Gebüsches 
(5) em Doppelpunkt dei Hg entspieeben Deien ^leht et, nbei nur aehu 
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Curven gellenden EL enenpanren harmonisch 
9 i n d. " 

Die Wichtigkeit des Satzes Q tritt aber erst dureli seine 
Umkebrung hervor (die gleichfalls schon Rcye"^' behandelt hat), 
indem man von einem beliebigen FlEichengebüsch zweiter 
Ordnung ausgebt. Wir verfahren hier so. 

Für eine cnbiscbe Curve sind es drei Bedingungen, damit 
sie auf einer F^ ruht: mithin zwölf Bedingungen, sofern sie 
auf einem ganzen Gebüsch von F^ ruhen soll. 

Gäbe es trotzdem im Allgemeinen keine Curve dieser Art, 
so raüasten es ihrer, wenn eine existirt, unendlich viele geben. 
Existirt aber eine, so giebt es nach Obigem weder eine un- 
endliche Anzahl, noch mehr als eine einzige zweite, 
deren mit der ersten gemeinsame Axen die Geraden der zehn 
Ebenenpaare des Gebüsches sind. 

„Beides folgt daraus, dass man sec/*s solcher 
zehn Axen beliebig wählen darf." Denn dann giebt 
es, wie wir wissen, nur fünf weitere Curven , die diese sechs 
Axen ebenfalls zu solchen haben, und unter diesen nur eine, 
für die auch die vier weiteren Axen solche sind. q. e. ä. 
Dies ist die Eeye'sche*) Umkebnmg von Q : 

^g) „Es giebt zwei cubischeRaumeurven, die 
auf einem Fläehengebüscb zweiter Ordnung 
ruhen. Ihre gemeinsamen zehn Axen sind die 
Kanten der zehn Ebenenpaare des Gebilsches." 

Daraus folgt dimn wieder; 

" [D =!« gl Lt 1 I b f I 11 1 

lialie d M I 11 N t M tl A \XI 



1 tg t! lt H r y 

ml d 1 b I 

, 8 pg 78 7<l b f d w 

ae A f tä h I 

N ht n 1 li B 1 A 



Abi 11 g C 11 J 
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y „Die Sätze ß) bis s) gelten für beide cu- 
bisclie Gurven {([i, Ng) ganz gleichmäsaig.'' 

Also ist ■/.. B. jedes (in Bezug auf das Flächengebüsoh) 
coujugirte Puiiktepaar der Fläche W^ ein Paar Gegenecken 
vODzwei Poisechsfiachen des Gebüsches, von denen das eine 
der einen, das andere der andern cubisohen Cnrve umbe- 
eehrieben ist. 

Da man aus den sechs cubisohen Curven, die sechs be- 
hebige Raumgerade zu Axen liaben, 15 Paare bilden kann, so 
gilt auch der Satz : 

i^J „Nimmt raanseche beliebige Rau mger ade 
als Kanten von sechs (noch unbestimmten) Ebene n- 
paareneinesFlächengebüscheszweiterOrdnung, 
so giebt OS fünfzehn solcher Gebüsche, denen 
fünfzehn Jacob i' sc he Flächen zuge hören." 

Diese Betrachtung ist ähnlicher Natnr wie die von Bosanes^^' 
angestellte, der von vier Kanten von vier *) bestimmten 
Ebenenpaaren ausgeht und daraus die sechs folgenden Kanten 
bestimmt. 



Fortsetzung. Das Schnittpunlittieorem der .R*, auf der 

euhisehea Ourve studirt. 

195. Unser Fläcbengebüsch zweiter Ordnung (5) schneidet, 

wie wir wissen, aus der Normcurve JVg (d. h, der einen der 

beiden auf ihm ruhenden cubischen furven, auf die wir uns 

j wdbbnkld p Igebüsch": 

D A g m t^ i> ^"f ''iß iindere hinaus; 

E R die vier gegebene Eaum- 

g A as V dötselben aa die Carve 

E p E eilen-) Involution (zweiten 

Gr d ) ang h 
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(10) L z--: X^ Hj_ + Xj^ ?i^ 4- \ C^ 4- X^ d^ {■= 0) 
iiiia. Die ckzn conjugirte Gruppe sei beaeicliiiet mit 

(U) M^|.^», + PpP, + f^T^ 
WO die [A, wie in (10) die X, variable Constaiiteii aind. 

Zii jedem Sextiipel M von Ebenen der Curve N^ gehört 
eine bestimmte Fläche aweiter Klasse O^, die diese Ebenen 
mit Ng gemein hat und zugleich auf JV^ ruht. Der ganzen 
Gruppe (11) gehört also eine Schaarschaar von Flächen 3> 
zu: sie heisse M^. In gleicher Weise heisse unser Flächen- 
gebüsch das Gebüsch L^. Dann wissen wir nach Satz Nr. 128; 
Yj) „Die auf der Curve iV"^ ruhende Schaar- 
schaarM^ruhtauch auf dem dieCurveNg stützen- 
den Gebüsch Lg und zwar besteht sie aus a^ew auf der 
Curve und zugleich auf dem Gebüsch L^ ruhen- 
den *g." „Und umgekehrt stutzt das Gebüsch L^ 
die Schaarschaar Mg und zwarbestehtesaus allen 
die Curve und die Schaarschaar M^ stützenden F^." 
„Dies ißt das quaternäre Gegenstück zu dem 
binaren Satze, dass die Gruppen L und Mconjrr- 
girt sind." 

Nun bildet aber die Gruppe (10_) „L" die Gruppe einer 
BI; deren Schnittpunkttheorem durcli 

(12) \ = (l, ß, = , y^ = oder aucli durch 

K ^ i^^ === + [^(3 ß. + t^-f r» == 

gegeben ist. 

Aus M geht aber nach pg. 199 die Gieichuug der Schaar- 
schaar M iu der Weise hervor, dass wir aus (12) zuerst die 
Gleichungen 

(13) «^ = 0, ß' 3= 0, rl^O oder auch 
M^ ~ Ml - a < + (. f, + lA -rl = 
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üiic! aus iluion sodann mittelst der Snbstitutioiioii : 

(UJ pll^ = a^, pU^ = — -, pMg =: g, pM., = -- <J^ 

dio entsprechenden bilden: 

(15) M, --^K^K K + i-^ß K + 1\ r: :- 0- 

„Demnacili stellt (15) die Öchaarschaar M^ 
dar." 

Solange es aber nur auf die Eigenschaften der Gfrnppe 
(10) resp, ihres Schnittpnnkttheorems (12) ankommt, benützen 
wir lieber die letztere Gleichung reap. die sie ersetzende (13) 
und übertragen das so Gewonnene auf die Schaarschaar M^. 

196. Eine J^^ besitzt bekanntlich acht dreimal berührende 
Ebenen. 

In der That müssen diese durch die gemeinsamen Werth- 
systeme a von (13) gegeben sein. Diese Gleichungen stellen 
aber ein die Curve N stützendes Flächennetz zweiter Ord- 
uvmgJi^ dar: ihre 8 Grnndpunkte die gewünschten Werth- 



„VermÖge der Substitutionen (14) ist die Schaar- 
schaar Mg die dem Netze -Mg im Nullcomplexeder 
Gurve N^ conjugirte *)." 

V.) „Somit r e p r ä s e n t i r e n die acht Grund- 
ebcncn**) deröcbaarschaar M^, bezogen auf Ng, die 
ac h t drei mal berührenden Ebenen de rij^ (10)." 

xj „Durch irgend vier***) (beliebig annehm- 



*) Denn liie =iiibstitution \1^ uidiiel jedem PuiJ tp dip Im 
gehende Ebene des NuliomplexeB lon Jl au 

**j Die aoht „Giniideberieii*' Pinei Seliiaischaar lon riathen . 
Klasse stehen dea örundpniikten eines Kefzea von Fliehen zweite 
nung dualiisti''oh gegeinibei 

***! Dl die Daiitellaiigsformen der (auf die Noimouive N 
8 Gnindaheneii dei '*ohaaisohaai M dieienigen acht Lubiachtn Formen 
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bare) Gru Litl ebenen ist unsere ganze Co iifigu- 
ration eindeutig bestimmt." 

Bind deien Quldute sict m d"i br [ppe L bctiiilen und aniBPhcu iigpiid 
Wflt Foimen d eaei Qiiippe etets eine Imeace Ideat tat lieiisoh'>n muas, 
80 gilt dei mfeiessante feata (Obei den noch allgemeinnien Sita cf 
kat III) 

„Irgend vier eubische (binäre) Formen beBtimmen im 
allgemeinen stets vier and eye, so das s nicht nui- awi sehen 
Eolohen acht Formen selbst {wie bekannt), sondern auch 
zwischen ihren Quadraten vier lineare Identitäten statt- 
finden. Solche acht Formen stellen immer die Grund- 
punkte eines eine cubisch© Raumcurve stütaeudon 
FUchennetzet, aweitei Oidnung dai 

In dieser Gestalt erkennt man sofdt die ^ Piill,f nemeiung I ■■ 
teinHien Satzes pg 241 

„Iigend diei qnadiatiaohe Foinien beetimmea im allgemeinen stets 
eine Yieite, sodass zwischen den Qnadiaten dei vier Foimen eine lineaie 
Identität gilt Solche viei Foimen stellen die Gtrundpunkte eines 6 nen 
Kegelschnitt y stätaenden ICegelsi!bnittbtis(,liela dai 

lis müje hiei ein noch emfacheiei Bewein dieses Satzes mifgetUilt 
weiden, dei augleioh den &inn der IdenfitHt klarer mieht 

Von den GiundpunLten (« == 0, a = 0, u = 0, u = 0) eines 
(p "tiltaenden keeelschnittbuschels wiren diei beliebig annehmha», dei 
vierte emde itig hettimnit Die Piinl te bildeten em Prlviereck von a 
Dihei muas bekanntlich f in dei Form darstellhai en 
f = S 7j !if = 

■st dl Iltd dqdtlFm dd 

1 P kt g 1 l T g t paa d t U Id i ht 

d^mthlltfe mTgt dClh 

g £ f dgw Itidttätübgh 5 d 

W 11 hd Clght 1 bd F11J 

Agti" LgddPk IL yldl hw 

llCmbt ted ghg qdtl l-m 

f f ) frllt ä. f tlBall dü-d/dd 

Sti hlb 1 1 P d j B g t j g t & 1 



y Google 



l>ie Eeye'Bcbo ApoUiritilt urnl die Normen rven. 331 

In der That giebt es nur eine einzige Schaarschiiar 
M-, für die sie vier de (a h ) C ndebe e nd nd d e uf le 
Curve N^ niht. D he 11 oli s 1 L bestin n 

Statt äsr drei e n ä d 

nationen derselben wä h d te F h änd 

Frngea wir jetzt wnd 8a nh hg dh wann d 

viede Form 9^ imba m wwd k nn d nn n a w n 

ailB KegeUehnitte de d P k Pj P__ Pg t m 

Netzes 9 stützen, im Speciellen also auch die drei Seltanpaaro des Drei- 
eoka Pj P^ ^3- 

Dann mu^is jpde Seite au jeder andern conjugirt sein (in ßeaug 
auf qj^ d h dia Dieieek ein Poldioieok von - eem Dann hndet (in 
dem man beweist wie oben| zwiBubeii den Qiiadiaten an diei ip Pine 
hneaie Identität statt und umgpkehit bedingt dies die EsiBltnz eines 
Poldieieeks Dane bilden die Poimen dei zugehiugen £j Giuppe eine 
Involution ant deijenigen Geiaden die emtacb gezählt die P^ jetzt daielf 11t 

Nacb Fruheiem |pg JOt) stellen die Ecken eine« solchen PoHiaiecka 
(von )i) die Coianante 6 einer bi quadratischen Form / d h die Doppel 
eleniente dei Involution t -\- t H ^^ dai Die samnitlichen Kegel 
sebnitts, de aus i( die Foimen dieeei Imolutiou ausschneiden sind alle 
diejenigen, die das Dieieck I P P ium PoldieiLck haben 

Die aui Involution f -^ J H ounjugirle Uiuppe =toUt eine solche in 
dai dcien Wendepunkte in den Doppelpunkten liegen Dann gieht es 
noch eine a^ beliaar von Wendekegelschnitten ol pg 284 d h die 
tinadiatische Comhinanfe Q dei Gtuppe (und dimit dei Involuticni lei 
bckwmdet identisch Umgekehrt ist dies wiedei die Bedingung eines Pol 
diBieoko ffl p ) , wie die Bildung von y direkt aeigt Die zur Invo 
lution I -\- l S gehörigen Curven T, und H^ (cf Ni U7 lilkn beide 
in unsBi Poldieieck Man hat demnach als Reaultat 

„Dar Sat» über die lineave Identität der vier quadra- 



herrsoht, d.h. wenn drei der cp^ einer IifeoluHon an 
und umgekehrt. Diese Involution ist dann von i 
f + k H und die Combinaute 6 das Produot de: 
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1Ö7. Ferner besitzt, wie man weiss, eine ü^^ sechs vier- 
fache Hekaiiteii (die auf der einzigen durch die Curve gehen- 
den Fläche dritter Ordnung eine halbe Doppelaechs büden). 
D. h. algebraisch: 

X) „In der Gruppe L (10) giebt ea saehs Involu- 
tionen (sechsten Grades), deren Jede in ein 
festes Quadrupel und eine Involution zweiter 
Ordnung zerfällt." 

Daraus folgt mit Anwcnduufj der öätze pg. 236 und 
pg. 237 aum, sofort: 

Xj) „In unserem Gebüsch L^ (das die Curve N^ 
stützt), giebt es sechs ausgezeichnete Büschel, 
die aus der Curve ^^ (j e vier festePunkte abge- 
rechnet) eine Involution zweiter Ordnung aus- 
schneiden. 

Jede derselben besitzt ein Paar vonl)op]jel- 
clementeti. 

Die fünf biquadrji tischen Involutionen, die 
diese sechsPaare zu Elementenpaaren besitzen, 
habenjede sechs Doppeleleraente. 

Die fünf Sextupel werdenvon fünf Flächen 
des Gebüsches aus der Curve iV^ ausgeschnitten. 

Dies sind zugleich die fünf H^-Flächen des 
Gebüsches d, h. solche, denen (zweifach) unend- 

während das vierte f identisch versehwindet, wio auch 
die quadratische Combinante Q der Involution. Das Pol- 
di-eieok (6) stellt zuißsich die dieser Involution jiuge- 
iiöiige Fgund HgC 1! ve dai 

indieiseits bat dann die dei Involution (auf dei tubisoheu Curvo 
betrachtet zugebüiige rifohe Hg die Liganachalt im Nullcomple\ der 
Cuve eich selbst conjugnt zu sein 

Damit ist zugleich die liuhei lulgewrilLQ-- Tnj,!. mcl 1 i beRondum 
Natui dei Iniolttt on / -|- i ^ eiledigt 
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licli viele Tetraei^cr ein- und der Corve uinbe- 
schrieben sind." 

Den letzten Satz von XJ können wir separatim so formulken : 

Xg) „In irgend einem Fi ücliengeb lisch zweiten 
GradesgiehtesjefünfHg-F lachen der beiden auf 
ihm ruhenden cnbischen Curveii." 

Besonders beachtenawertb ist aber, dass hier der Zusam- 
menhiuig zwischen der Theorie einer bi quadratischen Involu- 
tion und dei einei diei (vier J ghedi gen Guippe sechsten 
Grides dei schon oben betont i'ft Idu her^oitiitt Denn ver- 
möge der beJiannten Abbildung dei einen einer El einbe- 
«chnebenen Fliehe diittei Oidnun^j aut die Ebene (des Norm- 
kegelschmtt'5) die dem Satze ?^ nnphute au Grunde Kegtj 
erkennt man wie die obigen Täiuras^tze über die .Sp (und 
damit zvveiei oubiichei Cunen) sofoit auf die Configuration 
dei dun-h '»echs Punkte einei Ebene gehenden H^-Cnrvon 
eines Kegel^i-hnitta libeitiafjen weiden können 

l'^8 \^ eiche Eigenscinft dei Gi tippe |11) entspricht der 
Eigenschaft X) dei conjugnteu Giuppe [lOj '' 

Die Antwoit lautet 

X^) „Es giebt sechs Quadrupel (d. a. die des 
Satzes X) 5j., S^., S^,, 5^.(i = 1, . . 6) von der Art, dass 
diesecba zngehörigeninvolutiouen der Gruppe 
(II) die Form annehmen: 

(16) L (a^ -I- /iJj ) (k~SX 

Dies sind umgekehrt die einsigen Involutionen 
der Gruppe (11), deren Formen als Suramen je d er- 
seihen vier sechsten Potenzen darstellbar sind," 
Erster Beweis. 

Wir gehen vom Satze X) aus. Eines der Quadrupel sei 
§j 5 Sg S^, Dann ist die nothwendige und hinreichende Be- 
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die drei Schnittpuulit- 



clingung fllr seine Existenz 
gleicbungeii: 

C"^) «. s R Ä 1 1 =0 ß. - ^ ' 1 1 =0 r« . s . 1 1 = ' 

' ' 1 B 3 4 1 3 °l''2^l''4 1 ä 1 'i 3".l 1 2 

sich auf eine reduciren, d. li. genauer, dase es noch eine a 
lineare Schaar (Involution) von Paaren X^ X^ giebt , die die 
Gleichungen befriedigt. Nennen wir die nach den S polarisirten 
zweiten Differentialquotienten von a;^ 
die von ßj^, yj,? ^o achreibt sich (17) auch so: 

c^ Ä^^ -f o^ \^ + a^ a;, = 

(18) CT, B„ + a, B,, + a^ B,, = 

o, r^^ + CT, r„j + CT, r^j = o 
fx A^, + X B,„ + ti r„„ 

oder auch {18») b. A^, + Ä B^^ -f- [i 

(x A^, 4- X Bj^ + |j. r,, = 

Dann mnss es also auch ein co'- lineares System von 
Werthsystemen {%, X, [i) geben, die (18') befriedigen. 

Aber diese Gleichungen (18=) sind, wie wir wissen, die 
nothwcndigen and hinreichenden Bedingungen, dass sich die 



„ A.„ A„ 



= 
= 



Fol 



(19) /-=««,. +)Ä + PT>, 
on den vier sechsten Potenzen (X- 



-Sf dai 



als Summe 
stellen lässt. 

Da es aber ein oo ^-lineares System von Werthen (x, X, jt) 
giebt, so auch eine Involution von Formen (19) (d. h. der 
Gruppe 11), die die Form (16) annehmen. 

Genau in der umgekehrten Weise beweist man die Um- 
kchmng des Satzes. 

,. e. d. 
Zweiter Beweis. 

Zuerst verfahren wir wie oben. Für ein Quadrupel des 
Satzes X) (S| S^ S^ SJ müssen die drei Schnittpunktgleichungen 
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(12) CC^ = 0, ß^ = 0, 7^ = 

wenn man ftir vier der sechs Elemente Xj . . . X^ die 5 ein- 
setzt, sich auf eine redticiren d. h. man musa aus (12) drei 
solche Formen linear zusammenaetzen können, so, dass zwei 
von ihnen für unsere Substitution identisch verschwinden. 

Man bezeichne mit i^{X) die Form 

(20) <Jj(?.) = (X-XJ (X— Xg) . . . (X— Xg). 

Soll nun eine in den s. lineare und ganze Funktion für 
irgend eine der Substitutionen S^^\ (k:^ 1 . ■ C) ver- 
schwinden, so ist sie bekanntlich mit 'J>(Sj) identisch. 

Soll sie verschwinden für die Substitutionen 5^ = X^, 
S^X^' (A^^'=:],2..6), 80 kann sie nur von der Form sein: 

So fährt man fort. Soll sie endlich verschwinden, wenn 
man für irgend eines der X setzt S^ : für irgend ein zweites S^ : 
ein drittes und viertes resp. S^, 8^, so ist sie nothwciidig von 
der Form : 

(21) S^ ~ Ä, 'J;(5,) + \ .|j(S,) ■+- h^ 41(83) -h Jc^ -1^(2^). 

Somit giebt es für jedes Quadrupel S^ 5^ 3^ 5^' des Satzes X) 
zwei (linear unabhängige) Formen der Gruppe (12) (und damit 
auch alle aus ihnen linear zusammensetzbaren), die die Gestalt 
(21) annehmen. 

Für X^ = Xg ^ . , . Xg gehen aber einerseits die Formen 
(12) in die zu (10) conjugirte Gruppe über, andrerseits die 
sämmtlichen Formen (21) in (16). 
q. e. d. 

In dieser Weise ist der Satz X^ eine Verallgemeinerung 
des Satzes pg. 293: cf. den ganz allgemeinen Satz Kap. HI, für 
den der Beweis ganz analog ist, wie die beiden eben geführten. 

Zwischen den sechs Quadrupeln (5) findet ein einfacher 
Zusammenbang statt. 
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XJ Man kann irgend lI rei der a e clis Qu adrupel 
(S) beliebig annehmen: rlann sind die drei übrigen 
eindeutig bestimmt. 

In der That, bei der schon öfters benützten Abbildung 
{der durch die J?* gehenden F.^ auf die Ebene) gehen die sechs 
Quadrupel (S) über in diejenigen, dio die durch je fünf von 
sechs Punkten gehenden Kegelschnitte aus einem festen (Norm-) 
Kegelschnitt ausschneiden. 

Nimmt man somit auf dem letzteren irgend drei Quadrupel 
an, so bat man drei Kegelschnitte durch sie so zn legen, dass 
sie drei Punkte gemein haben. Solcher Punktetripel giebt 
es aber nur eines, das die Doppelpunkte einer M^ repräsentirtj 
deren Gruppe sieb aus den drei gegebenen Quadrupeln linear 
zusammensetzt. 

199. Wenden wir diese Ergebnisse auf unsere aus tre- 
biisch Lj und Scljaarschaar M^ bestellende Figur an, so haben 
wir nur noch zu bemerken, da^ die einer Form S (21) ent- 
sprechende Fläche 5^ = und <3amit auch die zugehörige 
Klassenfläche A^ = sieb als Summe von vier zweiten 
Potenzen darstellen lässt, die := gesetzt, die Gleichungen 
der vier Ebenen S. resp. der vier Punkte 5, der Normeurve 
(Ng, JVg) sind. Dann gilt mithin nach Obigem der Satz: 

1) „Die sechs der Curve einb eschrieben en 
Tetraeder des Satzes X^) {die siugieich den ge- 
meinsamen Grundourven (vierter Ordnung) von 
sechs Büscheln des Gebüsches L^ einbeschrieben 
sind), sind zugleich Polvierflache von sechs Schaaren 
der Schaarschaar Mg. 

Drei dieser Tetraeder kann man der Curve 
beliebig ein beschreiben, dann ist unsere ganze 
Co ufiguration düdurch eindeutig bestimmt." 
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Ganz analog dem Satze X^) {und seinen Beweisen) spricht 
(und beweist) reiau folgende Sätze über die conjugirten Gruppen 
M, Lder ß^ und i?^ aus: 

|t)I. „Jede Form der Gruppe M ist auf ^' Arten 
als Humme von vier sechsten Potenzen darstell- 
bar. Die diese Darstellung leistenden Quadrupel 
sind die sUmmtlicben Elementenquadrupel der 
Gruppe L und zwar gehört zn jedem solchen Qua- 
drupel nur eine Form M «nd eine FormL." 

II. „EsgiebtoD'Fornien derGruppeM, die als 
Summen von drei sechsten Potenzen darstellbar 
sind. Die bezüglichen Elemententripel entsprechen 
den dreifachen Sekanten der iüj d, h. denjenigen 
IriTolutionen der Gruppe L, die einen festen cu- 
bischen Factor haben. 

Jedem solchen Tripel entspricht eine solche 
Involution der Gruppe L und eine bestimmte 
Form der Gruppe M,* 

III. „Es giebtco^ Formen der Gruppe L, die 
als Summe von drei sechsten Potenzen darstellbar 
sind. Die bezüglichen Eleraententripel sind die 
sämmtlichen Elemententripel der Gruppe M. Dieser 
letztere Satz ist nur der algebraische Ausdruck 
für die Existenz der Fläche F^, der Jacobi'schen 
des Gebüsches L^." etc. 

Diese Sätze sind wieder ohne Weiteres in ihre geometrische 
Form au kleiden z. E. Satz II. und I: 

JA II) „D i e E b e n e n der in d e r S e h a a r s c h a a r M^ 
befindlichen Kegelschnitte umhüllen bekannt- 
lich eine Curve sechster Klasse*). Irgend eine 

*) Diese ist also ein- eindeutig atgebildst auf die Curve viei-tev Klasse 
Jl (M) = 0, die aus der iJ^ (11) diejenigen Sextupol flnaschneidet , iur 
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Scinnieg [1 ngs ebene derselben trifft die Gnrve N.^ 
in drei Pnnkten, durch die ein Büschel des Ge- 
büsche s L^ geht, und umg. Speeiell ist diese Cur ve 
also den sechs Tetraedern des Satzes (X.) ein be- 
schrieben.* *) 

[i I) „Q-eht durch vier Punkte der Giirve N^ 
eine Fläche des Gebüsches L^, so ist ihr Tetraeder 
Polvierflach einer bestimmten Fläche der Schaar- 
schaar M^ und urag." etc. 

Die weiteren zahlreichen Anweudimgen der If^- und jf?^- 
Gruppen auf unser Flächengebüsch L^ seien dem Leser über- 
lassen. Statt der Curve JV^ kann man natürlich immer aucli 
die zweite auf L^ ruhende cubische Curve substituiren. 

Desgleichen mag auf die Untersuchung der vielen ape- 
ciellen Arten von Jacobi'aehen Flächen eines Flächengebüsches 
zweiter Ordnung verzichtet werden. Besonders treten hervor 
einmal das Gebüsch mit sechs gemeinsamen Grundpuiikten, 
von dem man zur Hierholzer'schen i^*). **} Fläche gelangt, und 

welche die Invariante B (of.Ni-. 137) vevsoh windet. (Dualistisch gesprochen) 
kann man demnaoli die beltannta Hesse'solie ALbildung dev Kogelspitaen- 
curve e ro rUiohe ctz s zns te O dnung uf e e ebene allge e e C irvo 
V erler Ordnung nool anf o= '^ We se so volliishen lass d e letzte p L u've 
e e O ve S" n- a d e o 1 o-^ oub cl e f veu t, eVt d e a f e nem 
r^ ^et ben 

*) 1 fce d a en d 6 6 Tet ae le 1 n in naol Sata p^ 2 1 e e be- 
st mmte FIJ le iv te Klass e 1 escl e 1 en D n s dies If Ebsnen 
de a e Tef aede g a 1 d ejen ge d e e e n t le t e s 1 ste Klasse 
gerne n 1 at 

** Habe 1 Flkche aes Geb des ^6| o P kt Xj a^ Agl go- 

e Q s nd aiid e e ts 1 e de Arg ment e n r 1 e t eben Tangente 

de -Sg Als t d 8 le e Bll le H e bolae eben Tläole b e S^ 

m t seel b d f iv 1 c Tanten i S i 4 D ppel j, der 

Cu 1 e ftbsorb reu 
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1 das Gebüsch der ei'sten Polaren einer Fläche dritter 
Ordnung, dessen Jacobi'sche Fläche mit ihrer Steiner'schen 
Kernfläche identisch ist. Nur der letütereii sei ein specieüer 
Excura gewidmet. 

Dagegen möge noch F,iniges über die Bestimniuiigsarten 
einer bi quadratischen Involution, sowie ihre Erzeugung auf der 
cubischen Raumcurve am Schlüsse unseres zweiten (Haupt-) 
Capitels Platz finden, um so die Theorie dieser Involution in 
gewisser Bichtnng abzuschliessen. 

Excnrs. 200. Wir behandeln hier die Grundlage einer 
Äpolaritätstheorie der allgemeinen Fläche dritter Ordnung und 
ihrer Steiner'schen (Kern-)fläche. 

Gehen wir vorerst von der Fläche dritter Ordnung aus. 
Diese ist bekanntlich nach Sylvester als Summe von fünf Cohen 
darstellbar (und nur in einer Weise): 

(1) F-= Sfcj Aj = (i = 1, 2, B, 4, 5). 

Dabei sind die Ebenen A. ^ die des „Pentaeders" der 

Fläche, dessen 10 Kanten auf der Steiner'schen Flüche von F 

(der Jacobi'schen ihres Polarengebüscbes), deren Gleichung 

von der Gestalt ist: 

K 
(2) S ~ S - A = 

liegen. Wir wählen irgend eine der (oo ^) Schaar von den dem 
Pentaeder einbeschriebenen cnhischen Curven zur Normcurve 
N , Die Argumente der fünf Ebenen seien a., Duun kann 
man setzen; 

(3) A, - y^ — Sä «i 4- s, rxf — s^ a^. 
Dann ergiebt sich : 

(4) If = J', = (- 1)" f '', K «; ('■ = ö, 1. 2, 3) 
und die Bedingung für ein in Bezug auf J^^. =; (.'onjugirtes 
Punktepaar (a, z) lautet; 
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(5) S \ a'l Aj (a) A, (t) = 0. 
Gehen von den Punkten o, t resp. die Ebenen (X^, ?.„, 1^) 
(^^, \, \) an Nj und setzt man 

(6) J;(X) = (X-x^) {;.-;.j .... (X-i,) 

so ist die Form (5) identiscli mit: 

(5) S ft. K^ 4-(«,} = 0. 

Andererseits bestimmen wir die Schnittpunkte der Fläche 
F und ihres Polaren gebü seh es mit der Curve A''^. Es schneidet 
F die Curve in den neun Punkten : 

(6) f=2;/Cj(X-a,)^ = 

und ihr PükrengebUsch in dem Sextupelgebüsch der Gruppe : 

(7) f\, . 2 k^ a[ (X— «,)' ==0 (f = 0, 1, 2, 3). 

I. „Die Gruppe (7) ist keine andere als dieder 
dritten Polaren der Form (6). Aus ihnen geht 
dnrch Polarisation nach sechs Elementen X die 
Gruppe (5) hervor. Diese ist das Schnittpunkttheorem 
einer iJg mit dem fünffachen Punkt (a^, a^, a^, a^, a^). 
Daher stützteine Fläche dritter Ordnung J^jede 
ihrem Pentaeder einbeschriebene cu bische Raum- 
curve und umgekehrt ruht eine gegebene cu- 
bische Curve aufderganzen(oD* linearen) Sc haar 
von Flächen dritter Ordnung (1), die ein gege- 
benes der Curve umschriebenes Pentaeder 2U 
ihrem „P entaeder« haben. Die zehn Kanten des 
Pentaeders sind die gemeiüsamen Äxen aller (qo ) 
ihm einbeschriebenen cnbischen Curven. Durch 
diese zehn Geraden geht noch eine co lineare 
Seh aar von Flächen vierter Ordnung.?, von denen 
jede die Steiner'aehe Fläche einer bestimmten 
der Flachen F ist." 
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Dies fliesat immittelbar aus den Entwicldiingen der letzten 
Niimraerii. 

Eine weit grössere Wichtigkeit hat aber die 
ümkehrung unseres Verfahrens, indem man von 
einer M^ mit fünffachem Punkt {a.) ausgeht. Da ein solcher 
drei Beiiingungen erheischt, so kann das Schnittpunkttheorem 
dami nur noch von 12 ^ 3 =; 9 Constanten abhängen, also 
ausser den a noch von vier. 

In der That, verfährt man wie in Nr. 198, so gnlangt man 
zu folgender Form des Schnittpunkttheorems; 

(8) S ß, +(«,) = So. 4)^) = Sc,4.(a.) = S t?, (}*(a.) = 
mithin die Gruppe ihrer Sehnittpunktformen: 

(9) 2 a. {X—af, S &, (X—af, S c^ {X—a)\ S d. (k—x_f. 
II. „Diese Gruppe (9) ist die Gruppe der dritten 

I' o 1 a r e n einer b e s t i m m t e ii F o r m n c u ii t e n G r a d e s 
(6) f = S k (k—a.f = hl. 
Enthält daher eine dreigliedrige Gruppe 
sechster Ordnung eine Involution mit einem 
festen Faktor fünfter Ordnung, so ist die con- 
jugirte Gruppe durch die nach drei variabeln 
Gonatanten [i^, [i^, [i^ polarisirte Form einer be- 
stimmten Form neunten Grades (6): 

(')*?,.,,,,. = » 

dargestellt," 

Wir haben nun den ersten Theil des Satzes zu beweisen, 
da der zweite nur der daraus folgende algebraische Ausdruck 
der Existenz des fünffachen Punktes der R^ ist. 

Die Gruppe (9) hängt ausser von den « nur von den (vier- 
reih igen) Determinanten der Coefficienten «., &., c., (?. ab. Diese 
seien mit^ff^j bezeichnet. Sollen diese identisch sein mit den be- 
züglichen Determinanten der Gruppe (7), so ergeben sich die 
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(10) p 7^1 = j_- (p ist ein beliebiger Faktor). 

Dabei sind die D. die Differenzenproditkte derjenigen 
vier a, die den Index i nicht aufweisen. 

Setzt man also vorauB, dass wedev eines der K noch eines 
der h versehwinden darf, so bestimmen die Grössen der einen 
Art eindeutig die der andern imd umgekehrt, q. e. d. 

Dann ist aber auch das Gebüsch (4) und damit die Fläche 
i^ eindeutig bestimmt, deren Steiner'sche Fläche (2) die F^- 
Fläche der M^ wird, wo die Coefiicienten k^' mit den K^ in (10) 
identisch sind. 

III. „Bekanntlicli ist aber eine allgemein e binäre 
Form f neunten Grades stets und zwar nur anf 
eine Weise als Summe von fünf neunten Potenaen 
{{X — a.f] darstellbar. Do, bei sind die a. die Wurzeln 
ihrer (Sylvester'schen) Canonizante. 

Andererseits geht durch irgend neun Punkte 
einer cubischen Curve ( JVg) stets nur eine Fläche 
dritter Ordnung F, die die Curve stützt." 

In der That überzeugt man sich sofort, dass die letztere 
Eigenschaft einer Fläche dritter Ordnung zehn (in den Coefii- 
cienten lineare) Bedingungen erfordert und wir wissen zugleich 
aus Früherem, dass wenn die neun gegebenen Punkte durch 
eine Form «;[ = dargestellt sind, die zugehörige Fläche keine 
andere ist als 

Und genau wie in Nr. 137 folgt dann die Reihe von Sätzen: 

IV. „Die zur Gruppe der O"", i''", 2''", 3"", 4*"' 
Polaren von f apolare Gruppe stellt resp. die oo ^, 
CO ''j oo *, OD ^, CO " (1 i n e a r e) S c h a a r der der C u r v c um- 
schriebenen Polneuu-acht-sieben -sechs- füll ff lache 
der Fläche dritter Ordnung F (11) dar. 
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ImIet:iteßFa!lgiebt CS nur eim Po 1 fünf flaoli , 
„das Pentaedor« von F.« 

Specieil mit Eücksicht auf das letztere folgt dann aus der 
Ai't der obigen Umformung unserer Formeln der morkwiivdige 
Satz : 

V. „Die Sylvester' aclie Canon ization dar qvia- 
ternären (ganzen) Form dritten Grades (d, 1), ihre 
Darstellung als Summe von fünf Guben) ist voll- 
kommen identisch mit der Sylvester 'sehen Canoni- 
zation der binären Formen neunten Grades (d. h. 
ijirer Darstellung als Summe von fünf neunten 
Potenzen).*' 

Denn dase die eratere Darstellung aucli auf unserem Wege 
sich Hin- als eine einzige ergiebtj folgt indirekt sofort. Denn 
im andern Fidle wäre auch die zweite Darstellung eine mehr- 
deutige, was, wie auch aus dem Satze IV. hervorgeht, umnög- 
lich ist. 

Dies mag genügen, um die Bedeutung des ApolaritätB- 
standpunktes auch für die Flächen dritter Ordnung erkennen 
an lassen. Die mancherlei weiteren neuen Eigenschaften, die 
aus der Übertragung der Üg-Sätze auf diese Flächen resultiren, 
mögen unberücksichtigt bleiben. 

201. Wir haben uns die Involution ursprünglich dm-cb 
zwei Quadrupel gegeben gedacht, d. h. wir nahmen zwei der 
Ciii've Ng ((p) umschriebene Tetraeder an , die rfann nebst noch 
unendlich vielen andern einer bestimmten Hiirwitz' sehen B^- 
Curve eiubeechrieben waren. 

Diese Involutions quadrupel sind leicht durch ein Fläuhen- 
büBchel auszuschneiden. Man nehme eine beliebige Raum- 
ebene an. Diese trifft die beiden N^ umschriebenen Tetraeder 
in je vier Geraden, Dann giebt es je einen Kegelschnitt, der 
die vier Geraden und die eine in der Ebene liegende Curvenaxe 



y Google 



344 "iß Eeyo'seUe Apolai'itHt und Hie Noi'mcuvven. 

berührt. Diese beiden Kegelschnitte bestimmen dann eine 
iS eil aar. 

vj „Jeder Kegelschnitt dieser öchaar wird 
{ausser von Kwei festen} von vier beweglichen 
Cur venebenen berührt. Diese bestimmen die 
Quadrupel der Involution" (u. dual.). 

In der That bestimmen die zwei Kegelschnitte (die selbst 
in der angenommenen Ebene durch die zwei Ebenen quadrupel 
von Ng bestimmt sind) ihre Schaar gerade so , wie diese Qua- 
drupel ihre Involution, q. e. d. 

Man erhält aber eine noch einfachere Construktloii , wenn 
man die Involution durch drei ihrer Elemententripel bestimmt 
Bein lässt. 

Es gilt nemlich der Satz: 

Vg) „Durch irgend drei Eoumpunkte P^P^P^ geht 
eine einaige Hg-Curve einer gegebenen cubischen 
Curve cp. Die 9 um- und ihr einbeschriebenen Tetra- 
eder erhält man so. 

Man verbinde die drei gegebenen Punkte dureh 
Geraden pjjjg^).^: die in ihr er Ebene liegende Axe 
(von :p) sei a, ihre Ebenen an f «^j «g- 

Dann bilden die Quadrupelvon Ebenen von ^, 
die (ausser den festen Ebenen «j, aj die Kegel- 
schnitte der dem Vierseit p^p^p^a eingeschriebenen 
Schaar berühren, die gewünschten Involutions- 
tetraeder" (u. dual.). 

Der Beweis ist dem vorigen iihnlioh. Jeder Kegelschnitt 
der Schaar wird von sechs Ebenen der Curve cp berührt , von 
denen aber zwei immer die festen Ebenen «^ «^ sind. 

In der Schaar existiren drei zerfallende Kegelschnitte, 
die drei Paar Gegenecken des Vierseits (a p^ p^ p^. Jedes 
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P. und dem Schnittpunkt von 



Paar besteht aus einem Punkte 
a undj),. 

Mithin sind die von den Punkten Pj an (p gehenden 
Ebenentripel in der That Elemententripel der Involution. Und 
die ein solches Tripel (P^) zum Quadrupel der Involution er- 
gänzende vierte Ebene von cp ist die dritte (ausser a^, a.^) vom 
Punkte (ffl j)j) an cp gehende Ebene. q. e. d. 

202. Diese Bestimmungsart der Involution ist aber nur 
ein weiterer besonderer Fall: alle überhaupt möglichen 
Fälle sind mit den zugehörigen Anzahlen von Involutionen in 
folgender Tabelle enthalten, wo die Paare, Tripel etc. die 
gegebenen Elementenpaare, -Tripel etc. der Involution bedeuten : 



(22) 



Dabei unterliegen die Anzahlen m^ der Paare, m^ der 
Tripel, ««g der Quadrupel offenbar der Bedingung : 
(23) m^ + 2 m^ + 3 m^ = 6 *). 
Die Fälle, in denen kein Quadrupel auftritt, leiten sieh 

*) Genau rtieselbe Bedingung galt für mj_ Sechs- m^ Fünf- m^ Vier- 
(ifidie, die eiuer ouliieehen Cnvve lunboschcielien ivaren, wenn sie Pol- 
vielflaehe einer (dann besfimmlen) die Carve stützenden F^ aein sollten. 



ADzahl 


Paare 


Tripel 


Qa.- 
drupel 


5 


" 






3 


4 


1 




1 


3 




1 


2 


2 


2 




1 


1 


1 


1 


1 




3 




1 






2 
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ohne Weiteres aiia dem ersten ab. mi'o a min iK Bild die M^ 
zu Grunde iegt und immer drei Doppelpunkte (was man sich 
durch einen continuirlichen *) Procesa \oistellen kinn) durch 
einen dreifachen Punkt ersetzt. 

Die Fälle mit Quadrupel leiten sich lu« dem Verfahren 
des Beweises zu den Sätzen v) mit Leichtigkeit ib 

Für den zweiten und vierten Fall gilt diinn noch als 
Modification des Hauptsatzes (pg, 247): 

n) jl. Die drei Involutionen mit gemein- 
samen 4 Paaren und 1 Tripel hahen noch zu je 
zweien zwei weitere Paare miteinander gemein 
nachdem Schema 



1. 



% ^3 %l =f31 



zusammen also 3. 2 weitere Paa 

IL Die zwei Involutionen 
2 Paaren und 2 Tripeln haben 
weiteres El erneuten paar geraein." 

Die Modification en, die die Flüche F^ dadurch erhält, sind 
leicht angebbar und mögen unterlassen werden. 



mit gen 
noch ei 



*) Dev umgelielirlo Weg ist leiclitM kil eitcnncii. Eine i.'f 
dreifachen Pantten ist dargestellt duroh ; 

(n = <i-W »-P.) (^-h) O-lJ O-Ts) (^-r.) = »0 
L^ = »-.,) (1-.,) (X-.,) {»—,,) (l-Y.) (i-T,) = ?, 
I», - (X .,) (1-.I.) ()-.,) c»-p,) (l~f,) 0-P|J - !>, 

Seilt «all ,1 n itw. ma ■- ,„ tlr f, (P, + ,,): tüp y, (, 



und in 9 fdr a 


(a^ + E^j wo die 


beliebig kleine Grassen sind, 


losei sieh die du 


1 diPifocheii Puiltte ' 


icü 111 jp drei Doppalpiinkte 


■"■) rm one 


Bol he ff; leclueiier 


-ch die viel' T-Proeesse 


(cf pg 246, ail 


mei hl Ii kl u 


1 j. n 1 B o übergehen 


1 mgi-itehil 
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Desgleichen unterbleibe die Uebertragung aller für die 
cubischen Eaumcnrven gewonnenen Sätze ai\f die Theorie der 
ebenen Curven dritter Ori^nung, wie sie in §, 2ö prinzipiell 
erörtert wurde, da im Wesentiielien keine neuen Resiilt.'ite 
dabei erscheinen würden. 

Damit ist die systematische Vorarbeit dieses Capitels, die 
eine künftige Darstellung der Verknüpfung der Apolantäts- 
vevhältnisse in Räumen von beliebig hohen Dimensionen er- 
möglichen sollte , prinzipiell *) durchgeführt und es sollen im 
folgenden dritten Gap itel nur noch die Grundlinien dieser 
künftigen in sehr allgemeinen Sätzen sich ergehenden Theorie 
angedeutet werden, indem eine Anzahl der wichtigsten 
Verallgemeinerungen der in diesem Werke untersuchten Be- 
ziehungen (zum Theil ganz ohne Beweis , um nicht zu weit 
auszuholen) formulirt werden soll, wenigstens mit Angabe der 
in diesem Werke an der betr. Stolle angewandten ganz ana- 
logen Methoden, 

)Etk lg da. I LI hlLIh 

fd ^ Btdl teh IIa l It 

G d rat 11 t rii 1 h t d l t 

Itfc F lg ( d h d r ü pg 33) A m t 

bt t) n bq 1 t 1 Ii 1 t 1 li h El t 

P fd llptdh IBl ) 1 Itlt t 

Idh 1 h 11 1 li,ltw B d 

h gfeb n t p d Ag t p 1 D ip Ip kt 

B a U g 6 g m 
Das 1 Th \ S ä 1^ m milt 1 B t U g 

dl d gl 1 b <- pp h t d g f 1 ^ 

htCd g(mR eolD ) 

IdlggtPjfc d ilhF ddDl3e 

(t, w N Ol)dÄ d/ th b htwil 



G g I 



l 
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Oapitel III. 
Verallgemeinerungen. 

§.33. 

Der Satz über die liaearen Identitäten zivlsclien den gleich 

hellen Potenzen binärer Formen. 

203. Dieses Capital möge als ein Anhang betrachtet 
werden , der sich zur Aufgabe setzt, einige Aiisdelmungen 
von im zweiten Capitel gegebenen Entwicklungen darzulegen 
und damit zugleich die Ziele zn bezeichnen , wie sie in einer 
„allgemeinen Apolaritätstheorie der Norracurven", 
die ich später herauszugeben gedenke, verwirklicht werden 
sollen. Es stellt sich dabei immer mehr als leitendes Princip 
heraus, eine oder mehrere algebraische Formen in vorge- 
schriebene canonische Formen (Potenzensnmmen etc.) zn 
bringen. 

Die geometrischen Ausdrücke aus der Theorie der Eäume 
von d Dimensionen (spec. Apolaritätsausdr ticke) sind nach den 
früheren Definitionen so einfach zu verstehen , dass sie kaum 
erläutert zu werden brauche». So z, B. trägt (stützt) in einem 
solchen Eaume eine Fläche «"'' Ordnung F^ («" = 0) eine 
(Norm-)Curve ^' Ordnung {und Classe) {px^ = m^ X\i—0,l,...d) 
wenn sie alle der Curve umschriebenen Flächen zweiter 
Classe (m^ = 0) stützt, und dies ist wieder der Fall , wenn die 
letzteren auf allen Polarflächen zweiter Ordnung der Fläche 
F (d, h. den Flächen (f^ ^ =0) ruhen (d. h. ihre 

bilincaren Invarianten verschwinden), etc. ete. 

Die erste Erweiterung erfahre der Potenzen -Sat« der 
pg. 330. Sie lautet aunächst : 

a) „Durch „(?-|~l" binäre Formen f?'"^' Ordnung 
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sind Stets (im Allgemeinen) 2^ — ((^+1) = S weitere 
solche Formen in eindeutiger Weise bestimmt 
von der Art, <Iass nicht nur zwischen den sämmt- 
lichen 2^ Formen (wie bekannt), sondern auch 
zwischen ihren Quadraten?/ \ii\&a,re Identitäten 
stattfinden." 

Oder in geometrischer Ecdewcise: 

a^) „Durch „cü+l" Punkte im Räume von d Dimen- 
sionen sind stets (im Allgemeinen) 2'' — ■ {ä-^1) = 5 
weitere (in eindeutiger Weise) bestimmt, die mit 
den erst eren die Grün dp unkte einer oo ~ linearen 
Schaar von Flächen zweiter Ordnung-F^ bilden, 
die alle eine gegebene Ourve (?"' Ordnung (von 
nicht specieller Natur) stützen." 

„Bezieht man die Punkte auf diese Cur ve als 
Normcurve (des bezüglichen Raumes), so ist 
jederdufcheinc binär eForm <?'" Ordnung darge- 
stellt. Dann sind die D ar st eil ungsf or m en der 
„C^-l-l'' resp.der S weiteren Punkte gerade die 
Formen des Sataes «)." 

Der Beweis führt sich genau wie dort. 

Dass nicht etwa schon zwischen den Quadraten der be- 
liebig gegebenen „d -\- 1" Formen lineare Identitäten statt- 
finden, siebt man am besten aus der geo nie tri sehen Auffassung, 
da sonst durch die gegebenen d-{-l Punkte eine höhere als 
CO Schaar von F„ der verlangten Art gehen mUsste, was un- 
möglich ist. 

204. Fragt man in analoger Weise nach dem ent- 
sprechenden noch allgemeineren Satze für die Identitäten 
zwischen den p*"" Poteiineu binarer Formen, so ergiebt sich als 
Antwort *): 

*) Dies BJnJ dann auch offenbar alle linearen Identitäten nwlsohen 
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ß) „Diircli beliebig gegebene ,^d — (ß, — 1)" 
binäre Formen c?^'' Ordnung sind stets (im All- 
gemeinen) i)i — [-pd ~ {d~l)] = 

{p-\)' {1 1/-^ + 2p^-^ -h 'Av '-' + ... {ä~l)p''\ = S 
weitere solche Formen ineiiKlcntigerWeiao und 
der Art bestimmt, dass zwischen den p™ Potenzen 
der sämmtliclienp Fo rm enS Hneareldenti täten 
herrsch en." 

Oder geometrisch: 

ßj „Durch beliebig gegebene „pd — {ä — 1)'' 
Punkte im E,aurae von (? Dlm en si on eu sind stets 
(im Allgemeinen) S weitere (in eindeutiger Weise) 
bestimmt, die mit de iiersteren die Grundpunkte 
einer w)'^^^ linear e n Schaar von Flachen p*"'' Ord- 
nung F bilden, die alle eine gegebene Curve d''"'' 
Ordnung (die nur nicht von spezieller Natur sein 
darf) stützen. Die Da r stell uugs formen der 
^pä — (d — 1)" res p. der 5 weiteren Punkte sind 
gerade die des Satzes ß)." 

Aueh hier ist die Beweismethode eine der damals ent- 
wickelten ganz analoge: sie möge jedoch an einem einfachen 
Beispiel reeapitulirt werden. Es sei ä = 2, p = 3, also 
^,^ _ ((^ „ 1) = 5, S = j/ ^ 5 == 9 — 5 = 4. 

Demnach seien gegeben irgend fünf cj^nadratische binäre 
Formen : 

(1) 9o 9l> f2> %> ¥d' 

dann bilden ihre Guben eine fünfgUedrige Gruppe sechsten 
Grades. Statt dieser aubstituiren wir vorerst eine gana all- 



u"" Potonaeii lihiilrer Formen, die es im AllgBineiiieii überhaupt 
giett , d. h. sulaiigü (Icn Fucnifin keine speciellen Bedingungen auferlegt 
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gemeine solche Gmppe (einer ii*) , rlie aus den Foniien 
sechsten Gradea 

(2) Xo' X,' Xp Xv X., 
linear constitiiirt sei. Eine Form sechsten Grades gehört dann 
der Gruppe (2) aii, wenn ihre M^urzeln (X^ X^. ~ . X^) dem 
Schiiittpunkttheorom der 7?^ (2): 

(3) a = 0, h^~0 
genügen. Nun erhält man die in der Gruppe (2) enihaltetjen 
vollständigen Guben *), wenn man in (3) je drei und drei der 
X gleichsetzt: 

(4) Xj = X, = X3 = ti, ; \ = \ = \ = iig. 
Dadurch gehen die Formen (3) über in : 
(5) al — 0, bl =; 0, oder «^J [.s = 0, ?Vi A = 0> «'^ 

CT Q 

(^) ^- = 1^1 + h' ö" " ^ ^^ 

und die Gleichungen (5) ein Büschel von Curven dritter Ord- 
nung (in irgend einer Ebene) darstellen, die alle einen ISform- 
kegelschnitt der Ebene stützen. 

Die Gnindpunkte des Büschels (5), auf den Norrakegel- 
schnitt bezogen, stellen die neun quadratischen Formen dar, 
deren Guben der Gruppe (2) angehören. Diese ist aus irgeud 
flinf der neun Guben zusammensetzbar, dann besteht zwischen 
ihnen und jedem der vier weiteren Guben eine liueare Identität, 
mithin awischen den neun Guben vier solche Identitäten. 

Umgekehrt nehme man als die ersteren fünf Guben 
diejenigen der tllnf beliebigen Formen (1) : dann sind durch 
sie die vier weiteren eindeutig bestimmt. 

Würde aber schon zwischen den Guben der Formen (1) 
eine (resp. mehrere) lineare Identitäten herrschen , so erhielte 

*) D, li, also diejenigen Liueai-gebiltle a = 0, -^'e die Jl^^ an awel 
Stellfin oaoulireu. 
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man in dieaem Falle stutt der zwei Sciiuittpnnktgleichungeu 
(3) drei resp. melirere, sodass die bea. Curven dritter Ordnung 
(5) mindestens ein Netz bilden würden. Da es aber nur ein 
Büschel von solchen geben kann , die durch fünf beliebige 
Pifnkte der Ebene gehen und einen Kegelschnitt stützen, so 
ist die gemachte Annahme unmöglich , und der Beweis voll- 
ständig erbracht *). 

Irgend ein gemeinsames Poldrcieck des Curvenbüschels 
dritter Ordnung (5) stellt (auf den Normkegelscliuitt bcKOgen) 

*) D 1 uea en Ident täte z sehe Je ne q ad t s h ii D ■- 
Blellungsformen le C und; unkte "les Cu vsal eohels dr tte ü dimng j) 
aa^jen un ttelba och a e inde e L fce sei ft 1 e e P kte aus 

& o tt n att ne nl ol rgend seebs le selben. 1 e a b (de e (.1 I ng u 
rr = 6 en) BO at d a co^ "^ l aar V L vea d tte Klasse 1 g tiii- 
d e d e Pa Ha e n Poleech eck li Ideu la ge teilt du oh 
7 l^ = 
11 In 1 a N 1 t l9 bn tt N^ te Ta „c tona 1 aar 

dm(.!j 

i, J^ J = 
wo die rt dl ba/u^liülien Uiibt'üuiigsinimr n .Vi ^l^i' Punkt aiiiil. 
Da ibei iwiBohen ja saclis uiiBerbi nenn DiiBtellnuc --101111511 cui. liu- 
Etimmte Imeart. Identiflt stattfindet, so gilt 

„Wenn ain KegeUobnitt auf einem Curvenbüscbel 

dritter Ordnung tiiiit, 80 gebort zu je eeohs der neun 

Büseheigi'undpunkte immer ein bestimmter Punkt dar 

Ebene, der mit dem Kegelaohnitt eine soloheCuiTe dritter 

Kl b Id t I 1 1 P It Polsechseek dei- 

Ib b Id 

ümg k li t t 1 It 1 d til beliebig gegobenea 

C b 1 1 1 O ^ k f 1 boüder KegelKchnitt 

t t d d 1 t t C b t (dritteil Grades) des 

Bus 1 1 !i d m d 11. 

D b b ** t t b W t ch für den allge- 

t F 11 1 b t ß (f ; E h was dem Leser über- 

lassen bleibe. 
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eine Fomi sechsten Grades dar, die der Gruppe der fünf 
Guben von (1) und dtimit der neun Guben der Darstellungs- 
formen der Grundpunkte des Büschels angehört. Vier Wurzeln 
einer solchen Form (X^ X^ X^ X^) kann man beliebig an- 
nehmen : dann sind die beiden andern eindeutig bestimmt. 
Man hat nur die linearen Polaren des Punktepaares (X^X^) i\X^ 
in Bezug auf irgend zwei Curven des Büschels zu construiren: 
ihr Schnittpunkt (X^ X^ liefert die beiden Restwurzeln. 

Zum Beweise des allgemeinen Sataes genügt es, noch an- 
zugeben, erstens, dass die Zahl der Oonstanten einer F , die 
(in einem Räume von d Dimensionen) eine Gurre d^' Ordnung 
(N^) stützt, gleich pd ist, denn durch irgend weiche pd Punkte 
auf solcher Curve 

(7) /■r-»'i' = 
geht nur eine einzige die Gurve stützende F : (cf. Nr. 112) 
(8)-F=-«,,»,...».=0: 

zweitens, dass sich im Räume von d Dimensionen d Flächen 
p""' Ordnung F in p Punkten treffen, die dann die Grund- 
punkte einer co ~' linearen Sohaar bilden. 

Daher kann man gerade „pd — {d — 1)" Formen d"' Ord- 
nung ganz beliebig wählen: dann ist alles Übrige dadurch be- 
stimmt. 

Das Produkt der DarsteÜungsformen von p Punkten bildet 
dann und nur dann eine Form der durch die ji Formen des 
Satzes ß) gebildeten Gruppe, wenn sie ein Pol-j)-eck der 
OD ä— ' Flächenschaar ^'^ Ordnung bilden. 

Weitere Eigenschaften dieser Configuration erhält man, 
wenn man den allgemeinen „Stützsatz", der bald zur Sprache 
kommen wird, auf sie anwendet. 

Bezeichnet man die Zahl der gegebenen binäi^en Formen 
des Satzes ß) mit 0, so ist: 
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Demnach kann man ausser der Zahl g noch die Zahlj) 
resp. d ganz beliebig annehmen, vorausgesetzt, dasa g — 1 den 
Faktor _p — 1 reep. ä enthält. Ist das eine der Fall, so auch das 
andere und umg. Die Zahlen p und d kaiin man selbstver- 
ständlich vertauaehcu. 

§■ u. 

Der Satz über die eaiioniselie Form der „Untergruppen" von 

Gruppen binärer Formen. 

205. Vorangeschick t werden zwei Definitionen: 

a) Ist irgend eine p'-gliedrige Gruppe n'" Ordnung (von 
binären Formen n'-"' Ordnung) gegeben, und seien irgend welche 
h (k "^g) linear unabhängige I'ormen derselben: 

(v Xi' Xä' ■ ■ ■ Xt' 
so heisse die aus diesen zusammengesetzte Gruppe ^eine Ä-glie- 
drige Untergruppe" der gegebenen. 

b) Die bekannte Bezeichnung „co" Schaar" für eine 
Schaar (von Elementen), deren Mannigfaltigkeit eine w»-fach 
ausgedehnte ist (so dass co " eine endliche ganze positive Zahl 
bedeutet), soll auch auf den Fall eines negativen ganzen m 
(»w = — m') ausgedehnt werden. Dann bedeutet eine 
('Xi~°' Schaar) Schaar von Grössen (Formen, Bedingungen, 
Eigenschaften etc.), dass m' Bedingungen erforderlich sind, 
damit solche Grössen (und dann in endlicher Anzahl) existiren. 
So z. B. hat das Gleich ungssystem : 

(2) S «^ a:^. = (r = 1, . . 4, i = 0, 1, 2) 
im Allgemeinen ein Lösungssystem (d, fa. eine co " Schaar) der 
(homogenen) Unbekannten x: dagegen das dazu reciproke: 

(3) S a._, )/j ™ 
eine (co ~^ Schaar) Schaar von Werthsystemen y, da das Ver- 
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achwinden der vollständigen Determinanten des Systems (3) 
(was zwei Bedingungen aequivalent ist) erforderlich ist, wenn 
eine Lösung der Gleichungen (3) vorhanden sein soll. 

Dann lautet unser allgemeinster (umkehrbarer) Satz 
über Bolclie Ä-gliednge Untergruppen einer (d -\- l)-gliedrigen 
Gruppe von binaren Formen m""' Ordnung, die sümnitlich [i, 
lineare Faktoren (X— 5 J (X— 5^j . . , (X— 5^,) (|i = 1, 2, . . n~V), 
wo die S als verschieden von einander vorausgesetzt 
werden, gemein haben, der also als Ausdehnung der Sätze 
Nr. 177, 198 zu betrachten ist (cf auchpg, 21), foigendermassen 
(wobei die vier Zahlen Ji, d, Ä, [i, abgesehen von den evidenten 
Ungleichheiten unter ihnen, ganz willkürlich sind): 

Y^) „Die Ma nnig faltig bei t einer solchen Unter- 
gruppe ist 
(4) m = h (d + 1-7.) - i, (k-i) =,kd-{lJr V) ('^-D- 

Yy) Dann gehört zu jeder solchen 7i;-gliedrigen 
Untergruppe der gegebenen in ein- eindeutiger 
umkehrbarer Weise eine Gruppe von 

(5) p = v-ä-l + k 
Formen, die eine j)-gliedrige Untergruppe dor 
(ji— (?)-gliedrigen aur gegebenen (d-\- l)-giiedrigeu 
conjugirten Gruppe darstellt und folgende Eigen- 
thümlichkeit besitzt. 

■Jede Form dieser p-gliedrigen Untergruppe 
lässt sich in der canonischen Gestalt schreibe n 

(6) Si x^ ilS.f 

wo die S die obigen, die x wechselnde Coefti- 
cien ten sind." 

Damit ist das Problem der Auffindung solcher gemein- 
samen Faktoren auf ein Problem der Canoniairung binärer 
Formen spec. ihrer Darstellung als Summen von «'™ Potenzen 
zurückgeführt. 
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Ist m negativ , so iovolvirt dio Darstellung (G) d i e n o t h- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen, dass 
die Ä-glieiärige Untergruppe der gegebenen einen festen Faktor 
ji**' Ordnung besitzt. 

Ist die aiir gegebenen coiijugirte Gruppe diirgestellt ilurch 
(7) ax, h,--- i-^—^k 
so wissen wir , dass eine Form f dann der gegebenen Gruppe 
angehört, wenn ihre Wurzeln den Gleichungen 

(8) « = 0, b^zj^O, . . . (n~d\ = 
genügen. 

Y^) „U ann zieht jede p-gltedrige Untergruppe 
(der zur gegebenen conjugivten) der Gestalt (6) eine 
y - g 1 i d r i g e Untergruppe der Gruppe (8) nach 
sich(undumg.), deren säramtliohelndividuen die 
Gestalt besitzen; 

(9) Si x^ 4i{S,) = 0, wo 
(10) ^1) = {X-\) (X-;,,) . . . (X-\) 
und die x und die S die obigen sind." 

Um den Inhalt der Sätze auch geometrisch auszudrücken, 
sagen wir: „Die Punkte x unseres Raumes vqd d Dimensionen, 
die eine Gleichung a =: befriedigen, erfüllen ein Linear- 
gebilde {d — l)"''Dimeiision(ötufe)" : solche, die k Gleichungen 
a =0, 6 = . . . h =0 befriedigen, erfüllen ein „Linear- 
gebilde [d — Jef"^ Dimension". Daim haben wir : 

yJ „Es giebt immer eine co"* Schaar von 
L i n e a r g e b i 1 d e n (d — /,;) ^'Dimension, die mit der 
rationalen Curve B 

(11) px. = (ffi.) {i=:.0, 1,. . .d) 
(wo die ty die gegebene Gruppe bilden) [i, Punkte 
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gemein haben. Deren Argumente (auf der Curve) 
bestimmen sieb durch die Gleichungen (Ö)-" 

206. Zum Beweise haben wir vorerst die Formeln (4) (5) 
nachzuweisen: dazu dient der schon vonGrassmann''''' erlsannte 
Hülfesata : „Ein Lineargebilde {ä — lif" Dimension {im Ranme 
von ä Dimensionen) hängt von h (ä ■\- \^i) Constanten ab/' 

In der That hängen h Gleichungen der Form 
(12) a^ = 0, \=^i:i,.,.\ = 
von Isd Constanten ab: da das Lineargebilde aber nur von der 
„Gruppe" dieser Gleichungen abhängt, so kann man statt jeder 
eine beliebige lineare Combination aller einfuhren, was h {Je — 1) 
willktSrlicSie (nicht homogene) Constanten involvirt, durch die 
ebenso viele der ursprünglichen z\im Verschwinden gebracht 
werden können, q, e, d. 

Diese Constantenanaahl des Lineargebildes (12) ist ofPenbar 
zugleich die Mannigfaltigkeit einer /,;-g!iedrigen Untergruppe 
der gegebenen [d -\- l)-gliedrigen (11) überhaupt d. h. also 
wenn ji ^ ist. 

Soll diese Untergruppe einen gemeinsamen Faktor ji 
Ordnung haben d. h. soll das Lineargebilde mit der Curve 
JE'' (11) jj. Punkte gemein haben, so zählt dies für jeden 
solchen Punkt IJi — 1) Eedingimgen, mithin für alle {i „|x (li — 1)". 
Damit ist aber Formel (4) erhärtet. 

Die Formel (5) beweisen wir zunächst für den Fall /.== 1. 

Da ein Gebilde u = die Curve B^ immer in w = ^ -)- 
(w— (i) Punkten trifft, so kann man aus den n — d Schnittpunkt- 
gleichungen (8) immer n — d — (■« — ti.)r=|j,— (? linear imab- 
hängige so auswählen, dass sie durch Einsetzen der fi, Argumente 
8 für irgend [j, der m Elemente X identisch erfüllt werden : 
dann verbleiben noch n — [J. Restglelchnngen, die gerade aus- 
reichen, um die fehlenden n — [j, Bestargumente zu berechnen, 
q. e, d. 
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Gehen wir zum nächsten Fall k = 2 über, so geht jetzt 
durch die [i Punkte S^^ (der H^ noch eine co ^ (lineare) Schaar 
von Gebilden m = 0: daher kann man von den n—\i Eest- 
punkten (Restarg um euteu) noch einen willkürlich annehmen: 
erst dann sind die übrigen eindeutig bestimmt. Diese Will- 
klirlichkeit des einen Argumentes hat zur Folge, daas ausser 
den [i— (? ausgewählten Gleichungen noch eine weitere (linear 
von jenen unabhängige) identisch verschwindet. 

Endlich, wenn^allgemein,giebtesDoch einer» ~ (lineare) 
Schaar von Gebilden m^ := 0, die die |a Punkte 5 aus der 
Curve ausschneiden: von den n — [i ßestargumenten sind noch 
7c — 1 ganz willkürlich und es lassen sich somit aus den n — d 
Schnittpunktgleichungen (|a — d) + (Je — 1) identisch verschwin- 
dende (und linear unabhängige) auswählen. Damit ist die Forme] 
(5) abgeleitet. 

Es ist besonders erwähn enswerth, dass ,,heide Formeln 
(4)(5)von)( d.i. der Ordnung der binären Formen 
(p (U) ganz unabhängig sind". 

Dass aber in der That die so ausgezeichnete jj-gliedrlge 
Untergruppe der zur gegebenen conjugirten (7) sich in der 
Gestalt (6) schreiben lässt, beweist man genau wie damals beim 
„zweiten" Beweise (pg. 335). 

207. Da (cf. pg. 334) abei- der „erste" Beweis instruktiver 
erscheint, so mögen hier die beiden Hauptmomente desselben 
in allgemeiner Form betont werden. Mit Hülfe ihrer erledigt 
sich der Beweis seihst sehr rasch. 

Erstes Hauptmoment. Wir gingen damals von den Lösungs- 
systemen h linearer Gleichungen mit v homogenen Unbekannten 
{v ^ h) über zu denjenigen !i linearer Gleichungen mit Ähomo- 
genen Unbekannten, deren Coefficientenmatrix sich von der 
der A Gleichungen nur durch Vertauschung der Horiaontal- 
tmd Verticalreihen unterschied. Und zwar sind dabei der Reibe 
nach die Fälle zu unterscheiden, wo nicht alle vollständigen 



y Google 



VGrallgemeinoningeii. 359 

Determinanten (Kerne) der Matrix, zweitens, wo zwar diese, 
aber nicht alle ersten Unterdeterminanten (TJnterkenie) ver- 
schwinden etc. 

Dies ist jetzt genauer zu untersuchen. 

Im ersten Falle haben bekanntlich die/* Grleichungen noch 
eine as "— >'-!="' (lineare) Schaar von Lösungasystemen und 
umgekehrt die v Gleichungen eine qo ^~y—'~—i«' Schaar solcher 
d. h. es müssen alle Kerne der Matrix verschwinden (was m' 
Bedingungen aequivalentist), ilamit eine (=^ co ) Lösung existirt. 
Es gilt also die Relation: 

(13«) m—m' =: — 2 oder m' — m-\-2. 

Verschwinden alle Kerne der Matrix (aber nicht alle 
Unterkerne erster Ordnung), so reduciren *) sich die h Gleich- 
ungen auf h — 1, nnd somit steigt m auf m -f- !• 

Umgekehrt, wie eben gezeigt, wird jetzt m' = 0, also in 
Zeichen; 

(IS") m„ = m -\- 1 : m\ ^ 0. 

Verschwinden weiter alle ersten Unterkerne (aber nicht 
alle zweiten), so reduciren sich die h — 1 Gleichungen wieder 
um eine : andrerseits steigt m -|- 1 um Eins, also 
(13«) m^ =z m -^- 2, m'^ = 1. 

Denn die v Gleichungen haben jetat eine »^(lineare) 
Schaar von Lösungen, da auch sie sicii um eine d, h. auf v — 1 
reduciren. Geht man so weiter, so folgt: 

Erster Hillfssatz. „Verschwinden alle v*™ Unter- 
kerne einer Matrix mit/j Zeilen und v O« h) C o- 
lonnen (aber nicht alle (v -j- 1)'™), so haben die 
h linearen Gleichungen mit v homogenen Unbe- 
kannten (und den Elementen der Matrix als Coef- 



*) Oder was daEBelbe ist, es liurrsclit awisfthon üeii h Gleichiinguii 
e linoAL'e Identität. 
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fiüientcii) eine lineare Seh aar von Lösuiigssys- 
tenaeii, deren Mannigfaltigkeit ist: 

(14) )u, = ,» -I- V + 1 = i- — A + V, 
andrerseits die reciproken v Gleichungen mitÄ 
homogenen Unbekannten (und derselben Coeffi- 
eientenmatrix) eine solche lineare Seh aar von 
Lösnngasystemon, deren Mannigfaltigkeit ist: 
(15) in\, = V (V = 0, 1, 2, , . ,) 

Nur für den Fall, wo nicht alle Kerne der 
Matrix verscb winden, wird m\ negativ ;;= — m 
und zugleich von m abhängig: dann ist (lö) zu 
ersetzen durch: 

(13«) m' = m 4- 2 = v—h + 1. 

Zweites Hauptmoment. Dieses beruht auf dem oft ge- 
brauchten Satze: 

Zweiter Hulfssatn. „^oU eine binäre Form 
«.'"' Ordnung /'als Summe v o ti {n — li) n'''" Potenzen 
(X— 5J' dar stellbar sein, so sinddieSdieLösuugs- 
systemc der = gesetzten, nach (n—h) Elementen 
polarisirten /c'™ D i f fer eulialqu o tien ten von /' 
und umg." 

Jetzt kann der Beweis unserer Sätze y) kurz so geführt 
werden; 

Die Formel (4), die die Mannigfaltigkeit der /c-gliedrigen 
Untergrnppe der gegebenen mit festem Faktor [i'"' Ordnung 
darstellt, wird wie oben abgeleitet. Dann fährt man so fort : 

Nach Voraussetzung existirt ein Lineargebilde {d — h) 
Dimension, welches die Curve li^ in ^i Punkten (5 . . 5 ) trifft ; 
mithin geht durch diese noch eine oo ^~^ (lineare) Schaar von 
Gebilden u ^= 0, deren jedes (« — ^t) variable Eestpunkte 
^1 ^g ■ ■ 'K-o. ^'■'-13 der Curve ausschneidet. 

3Ian entwickle die {n — d) Schnittpunktgleichiingen (8) 
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nach (ien aus den X^ . . . \_^ gebildeten s. (i = 0, 1, . . n — \i): 
dann sind, wie wir wissen, iie Coefficienten der Sj in jeder 
Gleichung die nach den {j. Argumenten S polarisirtcn (m— Ji.) ™ 
Differentialquotienten der boz. Schnittpunktform (7) »x ^^^^P' 
6j_, etc. 

Diese n — d in )i — |i + 1 homogenen Unbekannten (s^) 
linearen Gleichungen sollen nach Voraussetziing eine a> ~^ 
Schaar von sie erfüllenden Werthsystemcn besitzen, mithin ist 
nach (14): 

(16) m^ ^= h— 1 = 0*— t^ + 1) — 0* — ^) + '' demnach: 
(17) V = \>.-d + 1^2 = m/ (nach 15). 

Die Formel (17) liefert nach dem ersten Hülfsaatz *) <äio 
LüBiingsschaar der n — [i -|- 1 reciproken Gleichungen (mit 
]i -~d homogenen Unbekannten). Diese sind aber nichts 
anderes, als die= gesetzten (n — [i)"", nach den 
[i Argumenten S polarisirtcn Differentialquo- 
tienten einer Form der Schnittpunk tforraen- 
griippe: 

(18)Ä^ß, +7.„?.X + ...tj„„^,j(^^,?)x 
wo die k ein Lösungssystem der oo " (17) Schaar darstellen. 

Demnach existirt nach dem zweiten Hülfs- 
aatz eine ao^= «> t'"^"'*''-^ lineare Schaar d. h. eine 
j) = v-|-l = [t— ■<?-!"''' — 1-gliedrige Untergruppe 
der Gruppe der Schnittpunktformen (7), deren 
siimmtliche Individuen als Summen der [i ra'™ Po- 
tenzen (?.— SJ" darstellbar aind." 

Dieser Beweis ist, wie evident, sofort Glied für Glied um- 
kehrbar. Polarisirt man wieder rückwärts die co '' Schaar der 

*) in (lern Aiisnahiiicfalle, wo die FnrinBl (15) ilnrch (13'') erBoUt 
werfen mlfaiale, wircl s =5 — 1 also p = 0, was iahaltsloe ist, 
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Potenasiimm en (18) nach den |i Arguraeiiten 5, so resiiltirt 
die Formel des Satzes y^). 

208. Wir richten nunmehr unser Augenmerk auf den 
hesondern Fall, wo die Mannigfaltigkeit \inserer 7c-gliedrigen 
Untergruppe (1) (und damit auch der entsprechenden jp-glie- 
drigen) = ist d. h. wir suchen alle endlichen Unter- 
gruppen (einer gegebenen n^ Ordnung), deren 
Individuen sich sämmtlieh aus denselben {i «""" 
Potenzen (k—S^" linear zusammensetzen. 

Setzt man den AVerth von d -j- 1 — h auä Formel (5) in 
(4) ein, so ergiebt sich 

(19) m = {j, — j%) 
d. i. die Beziehung zwischen !c und p. Unsere Bedingung, 
m =: 0, liefert somit zunächst: 

(20) tt = Äp 
und setzt man dies in (5) ein: 

(21) Ä = H- 1) (;^-i). 

Wir behandein vorerst einzelne Fälle, indem wir p und k 
spezielle Werthe er th eilen. 

Für p ■= l,k ^2, hat man jj. =: 2, ^7 = 2. 

Dies ist der Fall der Doppelpunkte der if^, deren Zahl 

bekanntlich ^ -~ ist, während die Zahl der Schnitt- 
punktgleich ungen sich auf n — 2 beläuft. Daher hat man; 

jin einer allgemeinen Gruppe von V binären Formen der 

Ordnung li t= v -|- 2 giebt es a ^ — ^-^ Formen f der 

Gestalt: 

(22) f= fli (X— 5./ + fla (^-S^/-" 
Zweitens sei p = 2, Ä = 2; dann wird pi =: 4, (7^3. 
Dies tritt für die vierfachen Sekanten einer B" ein. Wendet 
man die bekanntc^^' Formel für die vierfachen Sekanten irgend 
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rechnet sich ihre Anzahl als 
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be- 



(23) s : 



- i''lrMt-3 (1^-3) 0^-i) 



1. 2 ■ 2. 3. 

Dies liefert 

„In einer allgemeinen Gruppe von v binären Formen der 
Ordnung tt = v + 3 giebt es 

Involutionen f -f- /i:cj3, wo 

(24) '^ '' (iz=;-i,2, 3,4)." 

k^-Zb. iX—S^:)" 

Die Zahlen q, s habe ich durch IniJuktion auf den all- 
gemeinen Fall ausgedehnt, wo eine B^ eine endliche Zahl von 
Ijineargebilden (d — 7c)*"' Dimension besitzt, die sie in [j, Punkten 
treffen und dann an einer Reihe einaelner Fälle, wo die direkte 
Berechnung möglich war, verificirt. Es wurden der Reihe 
nach bei variirendem h die Fälle j? = 1, 2, etc. durchgeführt. 
Dann ergab sich als allgemeines Kesultat: 

S) I. „N immtmandie ganzen positiven Zahlen 
v,p, Je g ans beliebig an (nurso dass v^p — 1), woraus 
sich die Zahlen ä, n = -J -{- d, ^ gemäss (20), (21) in 
bestimmter Weise ergeben, so besitzt eine It^^ 
eine endlicheÄnzahlvon Linear gebil den (d—k) " 
Dimension, die mit der Curve [a Punkte gemein 
haben, von folgendem Werthe: 

_ ■ (,+i-2)(v+;.-3)...(>- l) 

's' *■ 2 . 3 (i+iy 

(v + t— p ) .... (v-^ + 1 ) _ ^,,| , 
r (* + P— 1) ■*■ 

II. „In einer allgemeinen Gruppe von vbinäi'en 
Formen der Ordnung n = v+dgiebte3 eine enä^ 
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liehe Anzahl s'^^^ von ^-gliedrigen ITntorgrnppeii, 
deren Individuen sich siimmtlich aus den [i w'™ 
Potenzen (X— 5 )" lin o ar z usam men setzen , wo für 
jede dieser Untergruppen die 5„ je dieselben 
sind." 

Danait ist das angegebene Problem in allgemeinster Weise 
gelöst (indem alle nur möglichen endlichen Untergruppen dei' 
verlangten Art sich im Satze S II vorfinden). 

Der angegebene Werth für s^''^ steht natürlich nnter der 
Verantwortlichkeit des Autors. 

209. Von der weiteren unabsehbaren Reihe von Fällen 
(m ^ 0) mögen etwa noch zwei herauägehoben werden, wo 
namentlich der zweite auf eine wichtige Eigenschaft einer 
speciellen Klasse von Gruppen binärer Formen führt. 

Der erste handelt von den S-fachen Punkten einer H . 
Bekanntlich exiatiren solche (abgerechnet den selbstverständ- 
lichen Fall 8 = 1) nur für (i = 2, S =; 2 ; diese sind schon 
oben in Betracht gezogen. Im Allgemeinen dagegen ist (nach 
(4) (5)) 

(26) —m=dS — {d-\-t], p = 5—1 und demnach: 
„Damit eine R einen S-fachen Punkt besitze d, h. ihre 
Gruppe eine t^-gliedrige Untergruppe mit einem festen Faktor 
S"'' Ordnung, sind die in Bedingungen nothwendig und aus- 
reichend, dass die zur Gruppe deri? conjugirte eine p=5 — 1- 
gliedrige Untergruppe enthält, deren Formen sämmtlich sich 
aus denselben S n^^ Potenzen linear zusammensetzen.* 

210. Zweitens untersuchen wir solche Gruppen, die das 
System der <?*" Polare» einer Form p*" Ordnung bilden. Z u- 
nächst fragen wir, welche Gruppen dieser Art 
giebt es, die allgemeiner Xatur sind d, h. keinen 
besondern Bedingungen unterliegen? 
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Nehmen wir an, die Gruppe einer M'^ sei als d^'^ Polar- 
system einer Form f. darstellbar. Dann ist einmal 
(27) p=n-\-d. 
Andrerseits ist die Constanteiizabl deri?^ (gleich der eines 
Lineargebildes (Ji — df Stnfe im Räume voll n Dimensionen 
nach Hölfssatz pg. 357) = (d+l) {n—d). Da diese beiden Con- 
stantenanzahlen (der B^ und der Q jedenfalls übereinstimmen 
mijasenj so folgt 

(28) (d -f 1) (n—d) = n -\- d oder n—d = 2. 
Mithin bilden die ■Schnittpunktformen der -B^ in diesem 
Fall eine Involution. Es lässt sich aber jetzt umgekehrt 
nachweisen , dass die zu irgend einer Involution );'*'' Ordnung 
conjugirte Gruppe aus den (n — 2)'^° Polaren einer bestimmten 
ITorm der Ordnung 2 (n — 1) zusammengesetzt ist. 

In der Thatj aollen irgend (?-j- 1 (linear unabhängige) 
Formen einer d -\- 1-gliedrigen Gruppe {9,(X)) der Ordnung 
d -{- 2 Identisch sein mit den d^'^ Differential quo tienten einer 
B^orm /'g,. , ,), so ergeben sich für die (i^ -|- 1) homogenen Un- 
bekannten (Coefiicienten der 9) durch Vergleicbung 
Qid)2{l-^2'^3-^. . .d—l]-\-3d=idid—l)-\-3d=(d-\-lf—l 
lineare Gleichungen, die also im Allgemeinen eine bestimmte 
Lösung haben werden. 

Dass diese in der That immer bestimmt ist, folgt aus un- 
serem Hauptsätze y). 

Denn lehnen wir uns im Augenblick an das schon früher 
behandelte Beispiel « = 4 an, dann wird für die bi quadratische 
Involution k -^ 1, \). = 4, d ■=: 1 und somit nach Formel (4) 
(5) p = 3, m = 1. 

Demnach sind (auf noch co ^ Arten) aüe zur Involution 
conjugirten Formen (einer If) aus vier vierten Potenzen linear 
zusammensetzbar: 
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(30)tp,(),) = o, (1— SJ' + S,(1— SJ' + c,(l— SJ'+ 4 P— äj' 
(i = 0, 1, 2). 

Dann aber giebt es, wie Nr, 132 gezeigt, eine bestimmte 
Form 4 

(31) /■p ^ S /c^. (X— (?_y (r = f(, &, c, d) 
deren zweite Polaren die Gruppe (30) bilden und zwar sind die 
dreireihigen Determinanten der letzteren dea h umgekebrt pro- 
portional. 

Also giebt es jedenfalls eine solche Form f^: andrerseits 
nach Obigem auch nicht mehr wie eine.' Die oo ^ Werthsysterae 
der 5, mittelst deren f^ dann als Summe von vier sechsten 
Potenzen auftritt, sind dann genau die bekannten, die nach 
Früherem die zur Gruppe ihrer zweiten Polaren conjugirte 
Involution bilden. 

Und genau analog für irgend ein n: p wird dann = n—l, 
m ^ 1, 

Dies hefert also <ieu Satz : (cf. Nr. 214) 

e) „Die eins ig eil allgemeinen Gruppen binarer 
Formen w*" Ordnung, die das volle System der 
d'™ Polaren einerForm (n-\- d)'^'' Ordnung /'bilden, 
sind diezu einei'allgeraeineninvolution («'" Ord- 
nung) conjugirten. Dabei ist f? ^ n—2 und es giebt 
für jede Involution nur eine solche Form/*)." 

*) Dann ist, wie wir wiesen, die Funktionaldetorminaate der Invo- 
lution zugleich die der oonjugirlan Gruppe, was das Corollar des Satzes ij 
liefert: 

Ej) Die Frage nach derAnaalil und Natur der Involutionen 
(m+1)"' Ordnung mit dene eilen (2 m) Dop pelelementen ist iden- 
tisch mit der Frage naeli der Anzahl und Natur der Grund- 
formen 2 m'"'' Ordnung, die an einer bestimmten Covarianto, 
der Determinante der 2(nj — 1)*™ Differentialquotienten 
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211. Fassen wir jetzt noch einige anilorc vollständige 
Polaren Systeme einer Form in's Auge , deren Gruppen dem- 
nach nur specielle sein können, 

GeLen wir von den Gruppen des Satzes t) zu den niiehst 
höheren über, den zu den dreigliedrigen Gruppen con- 
jugirten. 

Nehmen wir an, die (m — 2)-gIiedrige Gruppe einer B 
sei in der That die der (n — 3)*™ Polaren einer Form f (der 
Ordnung 2 n — 3), so lässt sich, wie man weiss, die Form f 
(auf eine einzige Weise) als Summe von )* — 1 {2n — S)"*" 
Potenzen {(^ — S )^"~^) darstellen, mithin auch ihre {)i — 3)"° 
Polaren als Summe der (n — 1) «**" Potenzen (X— S )". (Und 
zwar sind die S die Wurzeln der einen zu den (n — 2)'™ Polaren 
von f conjugirten Form.) 

Dann aber besitzt die R^ nach Satz y) einen (n — l)fachen 
Punkt (mit den Argumenten S), d, b. die Gruppe der JJ^ ent- 
hält eine Involution mit festem Faktor ((w — 1)'" OrdnuDg). 

Aber aueh die Umkehrung ist leicht zu zeigen. Besitzt 
die R^ einen (n — l)fachen Punkt (S ) (wozu n — 3 Bedingungen 
erforderlich sind, so dass sie mir noch von 3 (n — 2) — (w — 3) 
= 2 n — 3 Constanten abhängt) , so sind nach Satz y), da in 
diesem Falle ^ = n — 2 wird, alle Formen der Schnittpunkt- 
gruppe als Suramen der (n — 1) Potenzen (X — S^)" darstellbar. 

Dann erkennt man ohne Weiteres, wie in Nr. 200, durch 
Vergleichung der Co officienten kerne K^ dieser Gruppe und 
denen der Gruppe der (n — S)'"" Polaren einer Form 
(32) f-"s't^(X-SJ"-' 

Wir küiiimaii auf diese Frage gleich aacliliei' (Nv. 218j wieüor Kuriick, 
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WO D das Differenzenprodukt der S (excl. S ) ist. Dadurch 
ist also <Iie Form f eindeutig bestimmt: 

„Enthält eine dreigliedrige G-riippew"'' Ord- 
nung eine Involution mit festem Faktor [n — 1)'" 
Ordnung (d.h. besitzt die bez. li^ einen (»— l)fachen 
Punkt), so lassen sich (und «wrdann) die Formen 
der coujugirten Gruppe linear componireii aus 
den («—3)*°" Differentialquotienten einer Form 
/"der Ordnung 2b — 3: d. b. diese G-ruppe ist dar- 
gestellt durcbi 

{3ä) a « 

'^"V-I V-i--- V;,-3 

Und ebenso leitet man für die .nächst höhere Gruppeu- 
atufe das Resultat ab: 

„Enthält eine viergliedrige Gruppe n" Ord- 
nung to ^ Involutionen (mit festem Faktor (h- — l)'" 
Ordnung) (d. h. besitzt die bez. iS^ oo * (w—I) fache 
Sekanten), so lassen sich (und nur dann) die Formen 
der conjugirten Gruppe linear componiren aus 
den ()! — 4)"" Differentialquotienten einer Form f 
der Ordnung 2 n — 4, und ihr Ausdruck ist also 
(34) a « 

^Vi H--- i'ii-i 

Sind für eine R^^ die da/u ert'ord erheben 2 (« — 4) Be- 
dingungen erfüllt *), 80 kann man analog wie oben, die Coeffi- 
cienten der gesuchten Form f in eindeutiger Weise berechnen. 



*) Es g ebt a. B., wie mdn welsatiil, zwei Avten von -S5, eine aligemeine 
n t e 1 e e nz gen Quadi'isehante (der Sclmitt von zwei cubioehen Regel- 
fläohe t gemeinsamer Doppel geraden) und eine besondere mit uo solchen, 
J e din stets auf einer Fiäelie zweiter Oi'dniiug liegt. 
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Und Bo lassen sich auch im Allgemeinen die Eigeiiscliafteii 
einer Gruppe, deren conjugirte das volle r^ Polarensystem einer 
Form /^bildet, zufolge der veraehiedeuen Darstellungen von ^ 
als Poteiizsunime und mit Hülfe unseres Hauptsatzes y) ohne 
Weiteres angeben. Welche Eigenschaften aber umgekehrt 
für eine Gruppe nothwendig und hinreichend sind, 
damit ihre conjugirte ein solches Polarensystem bildet, und 
wie man die zugehörige Form /"dann am einfachsten aufstellt 
— diese Frage bleibe noch unerledigt. 

Die weiteren Anwendungen unseres Hauptsatzes y) (der 
somit eine besonders wichtige Illustration des allgemeinen 
Combinantenprincips der Nr. 26 darbietet) auf das ternäre, 
quaternäre etc. Gebiet treten erst nach der jetzt folgenden 
Darlegung einiger- fundamentalen Eigenschaften der eineNorm- 
curve stützenden Flächen in das erforderliche Licht. 

§. 35. 
Ein neues Übertragungäprlucip *) der invarianten Eigenschaften 
binärer Formen vom Grade m^} auf Gebiete vi""' resp, i'^'''' Äiis- 
delmuHg. 
212. Hülfsdefinition. Im ßaume von d Dimensionen treffe 
eine Fläche F (r'" Ordnung) die Normcurve {cl'"' Ordnung) 
N^ jp-tj = fl^k' i == 0, 1, f7, wo die (1^ die zui Zihl f7 gc- 
hüiigen BinomulüoeffiiientLn sind} m dem Punkt (jrf) tupel: 

Die fcoliinttpuuktformen dei £^ (d li die 1 ormen eine Im uhititui 
Miittei Ordnung) sind also im Allgemeinen stets als buiumen von vitr 
beslimmten festen Potenzen daiBtellbai lI jig 193 dagegen m dem be- 
soiidBin, Falle noch aaf ca^Vt eisen (ef aueli Wifileihold in Cleli=Bh Ann & , 

Mau erkennt ubiigeus leiclit, dass alle /iii D^lfltellllng (33) gehörigen 
iJ' auf einei Plauhe aneitei Oidnnng liegen miisseu (aber nieht umg ; 

*] Beaondeie Fülle desselben sind Bohon pg 14, 200, 225 betiatbtet. 
Das Ökiche gilt von dem Hulfssat? rjl pg 90, IIS, 224 
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370 Verallgem ein eräugen, 

a'i = iLud desgleichen habe eine Flüche fl» {p*°'' Klasse) mit 
derselben Noi-mcurve N^ (cm. = (-—1) X''~'[ das {p<?)-tupel von 
Lineargebilden ^P* = gemein. Dann heisse es kürzer: „Die 
F hat mit der (Normeurve) N^ das (rc7)-tupel a'x und 
die Op mit der (Normeurve) N^^daa (p.3)-tupel ß^^ ge- 

Dann lautet das gemeinte Princlp so : 

„Istra keine Primzahl, also =^ mp , so ist die 
bilincaro Invariante (m"' Überachiebuug) zweier 
b i n ä r e r F r m e n der Ordnung n (fl", h^^) zugleich die 
biliiieare Invariante aweier (p -(- l)-närer Formen 
der Ordnung, resp. Klasse m, die =: gesetzt, im 
Baume von p Dimensionen zwei Flächen F , <!> 
(m**'' Ordiiungj resp. Klasse) darstellen, die mit 
einer (sonst beliebigen) Xormcurve (^j'" Ordnung 
und Klasse, die auf F ruht und O stützt) resp. 
die «-tupel«", ÄjJ gemein haben. 

SindaläodiebinärenFormen apolar, so auch 
die {p + l)-nären und umg.« 

Dabei sind natürlich die Zahlen h*,^ vertauschbar, so- 
dass mau ebenso mit zwei (m + l)-nären Formen operircn 
kann. Desgleichen die beiden binaren Formen. 

Dem Beweise gehe der Hülfssatz voran : 

f\) „Ist auf einerNormcurve d"" Ordnung ein 
{r(^)-tupel(('^^ zugegeben, sogiebtes nur eineeiw- 
sige F (resp. <&.), die mitihr dasselbe gemein hat 
und die Curve stützt (auf ihr ruht)." 

Diesen Satz beweisen wir zunächst für den Fall r =: 2. 

Dann stützt eine F„ die Curve N., wenn sie alle, N. um- 
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beschriebenen ^^ stützt. Die letzteren sind aber tUrgestellt 
durch die verschwindende Matiix 

'" '»;«;». Cr"- 

Demnach müssen tüi Jic F^ 

(2) afr:=0 
die Bedingungen 

(3) «,. = «,., 
erfüllt sein, so oft 

(4) i + k = l + .». 
^Demnach sind die nothwendigcn und hin- 
reichenden Bedingungen dafür, dass eine F^die 
N stutzt, dadurch ausgedrückt, dass man die 
CoefficJenten von F^ a^^ (i, k = 0, Tl, ...d) ersetzt 
durch die 2d -\- 1 (homogenen) Grossen a^_^^ 
(i-\-]c = 0, 1...2d).-^ 

Soll des Weiteren die F„ mit N^ die Punktgruppe 
(B) f= af = 
gemein haben, so werden die Coefficienten n.^,^ der Fläche 
den entsprechenden Coefficienten von f (zunächst abgesehen 
von Zahlenfaktoren) proportional, q, e. d. 

Die Gleichung unserer Normcurve N^ ist aber gerade so 
gewählt, daas die Gleichung der F^ wird; 
(6) al = (4 = 
wo diese Form aus der andern 

(7) ft = 
(die ihrerseits wieder durch Polarisation von f nach 2d Ele- 
menten X^ X^ . . . ).^^ entsteht), durch Gleichsetzen je zweier 
Elemente X^ = X^, X^ = X^ etc. hervorgeht. 

Die a sind dann die homogenen symmetrischen Funktionen 
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3t2 Verallgemeinerungen. 

der so restirendeii d Elemente X und mit den Coordinaten x 
einea Punktes identisch. 

In der That sind ja evidenter Weise für die Form (6) «^ 
die Bedingungen ffl.^ =: c\.^ erfüllt und durch Gleichsetzen 
aller d Elemente X geht sie (vermöge ihrer Entstehung) wieder 
in die Form (5) über d. h. die F^ (6), die die N^ stützt, hat 
mit ihr die Punktgruppe (5) gemein. 

Wir gehen jetzt über zum nächsten Fall, r = 3. Soll 
eine F^ 

(8) o; •) = 
die N^ stützen, d. h. soll die letztere auf allen ersten Polar- 
flächen der F^ ruhen, so muss 

(9) a^^ = a ,^^ (s ^ 0, 1, 2, 3) 
sein, so oft 

(10) i + Jc = l^M 
ist. Dann aber werden alle fl^,^, für die s ■+- i -\- k 
düiisclben Werth (= N) hat, einander gleich. 

Zu dem Zwecke hat man nur nachzuweisen, dass man 
alle möglichen Zerlegungen der Zahl N in drei TheiU 
zahlen (deren jede von den Grenzen und d eingeschlossen 
ist) erhält, wenn man von irgend einer Zerlegung (s, *, h) 
ausgeht; sodann andere dadurch ableitet, dass man die eine 
Zahl, etwa s conatant lässi, während die beiden andern sich 
bewegen, doch so, dass ihre Summe aich nicht ändert; mit 
diesen neuen Zerlegungen gleichfalls bo verfährt etc. 

Wir wollen weiterhin drei Klassen von Zahlen N unter- 
scheiden; die erste umfasse die Zahlen bis d, die zweite 
<■; + 1 bis 2 d, die dritte 2 f? -|- 1 bis 3 d. (Grösser kann N 
nicht werden.) 

*) Wir denken uns, wie üblicb, oiiio solclie Form o" imniev mit den 
bea. Polynomialeoefliojeiiten geschrieben. 
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Vci-allgememcrungcn. 373 

Dann ist in den drei Klassen jedenfalls immer eine Zei'- 
legung folgender Art vorhanden: 

(10) I. 0, N, 0. II. 0, ä, N—ä. III. d, N—2 ä, ä. 

Lassen wir hier immer die dritte Zahl fest, während die 
beiden andern alle Werthe annehmen, deren Summe resp. 
iV", ü, N—d ist, so erhalten wir aus (10) ebensoviel weitere 
reep. Zerlegungen, die mit (10) ein derartiges System bilden, 
dass jede überhanpt mögliche Theilzabl in min-, 
d est eiis einer dieser Zerlegungen vorkommt. Lasst man sie 
dann jedesmal constant, während die beiden andern Theilzahlen 
gemäss (4) variiren, so kommt man offenbar zu allen Zerleg- 
ungen, q. e. d. 

Den ganz allgemeinen Beweis endlich für ii = n führt 
man mittelst des Princips ^m anfw-f- 1". Angenommen, der 
Satz gelte il\v eine F^, dann gilt er aucb für eine F^ . Denn 
es mtlssen dann je zwei Coefficienten der letzteren: 

(") '•.i,,,...,„=«.,„k,,..„„ (s = 0,l,..» + l) 
gleich sein sobald 

(12) p, = 2..). 

Tjj) Dann aber werden alle a^ ^ ^, füv die 
8|) -|- Sj + ■ ■ ^n denselben Werth (iV) bat, einander 
gleich. In der That ist wieder nur zu zeigen, dass man 
immer ein solches System von Zerlegungen der Zahl iV" in 
w 4- 1 Theilzabien, (innerhalb der Grenzen und d') aufstellen 
kann, so dass jede nur mögüche Theilzahl jedenfalls ein- 
mal vorkommt. Denn lasst man diese wieder jedesmal fest, 
während die andern so variiren, dass ihre Summe sich nicht 
ändert, so kommt man jedenfalls zu allen überhaupt möglichen 



Wir unterscheiden jetzt n -\~ l Klassen in der Weise wie 

oben:(0... d)(d~\-l, . . . 2 t^) etc. bis j«(7+ 1, . . . (n^l)d]. 

j[ -L 1 n 

Von diesen brauchen aber nur -~~— resp. 7, -j- 1 (je nachdem 
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374 Voi-allgemeinerangen. 

n gerade odet- ungerade ist) berücksichtigt zu werden, da fUr 
die restirenden Klassen nur überall mit d zu vertanscben ist, 
um das gleiche Ergebiiiss zu erhalten. 

lu der ersten Klasse existirt sieber die Zerlegung iV 000. . . : 
in der p**" Klasse desgleichen die folgende: „0, d nebst noch 
(p — 2) andern d, dann der Zahl JV" — (p — 1) d und endlich 
noch « — p Nullen "(so dass selbst in der letzten der betrachteten 
, n—1 

hier überall die beiden ersten Ziffern bei constanter Summe 
variiren , während alle übrigen etwa constant bleiben , so ge- 
langt man immer zu dem gewünschten System. Damit ist 
die aufgestellte Behauptung bei der gemachten Annahme er- 
wiesen : und da sie für n -{- i =: '^, 3 oben erhärtet ist, so gilt 
sie allgemein. 

Tj ) Somit sind die noth wendigen und hin- 
reichenden Bedingungen*), dasaeine F ^ eine N^ 

*) Die Zahl dieser Bedingungen !st leiolit anaugebcn. (Wir sühreiben 
wieder n statt n+1.) Denn da beltanntlich eine F von ü = ("1"^) — ^ 
Conatanten abhängt, andreraeits eine Form a?^ von nd, so ist die ge- 
Tviineohte Zahl a = fl^ — itd. Es lasst eich nun zeigen, dass ! 

7)^) ,di6 Bedingungen ^^) des Satzea r^^) auch anesageii, 
doss eine F^ die ganze ( o>"~') Sohaar von N^ umschriebenen 
'\ stütEt und mag." 

Zanüchst lehrt eine einfiüie Abilhling las« eine <!'„, soicm sie 
einoi Ng umheaehi leben sein soll, m'-f-l Bedingungen genügen ni iss di 
die Gleichung fili das beiden gemeinaame (iid] tvipel p?' =■ r identisch 
veiBohwinden miiSB (Deren Cteliicienfen Bind im allgemeinen unabhängig 
veß eimndei , da mm ia ningokehit lun einem gaii^ beliebigen 
{nd) tupel auf Nj au gehen kinn, somit auch jene wrf-f-I Bedingungen ) 
Deinnat,h ist d e Mannigfaltigkeit dieiei Scbaii ( O") gleich 1»^^ — (iid+1) 
=i — 1 Um ]etzt den Satz ij.) zu eihärten n il loa wu als T ypue 
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stützt, dadurcli ausgedrückt, da 
ficienten in doi Poim ^cll reibt: 



375 
naiiilircCoef- 



clie Sebaai der emei Ng iimschuebuien 'tg. In diesem Falle sagen die 
Bedingungen vj.) ins, dafs eine F^ die folgenden zwiHf, N, uinschiiebenen 
'Pg (und Bomif auch die Ju= ihnen linear componiTte Schasr) itütat: 

Offenbar i»t ahei die Anzihl der linear unaljhäftgigen Be- 
dragnngeii, diss -F„ diese &chiai sWtzt genau dieselbe wie die Zahl der 



= 0. 



hen den 
cb an oh 



(aeit linken =*e t on e) e ov 
plicirt nnd add t 

)] ) „Eine F stützt eine N dann (und niu- dann 
der N umechriebene Schaar von * stützt." 

Die dualistiaclten Sätzo Teretehen sich dadurch \ 



r N umsohviebenoii <1> wird 

, N 11 msoh rieben en 't mit 
" d 2 

beliebigen Flüchen <!> multi- 
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87R, Verallgemoiiieruiigen. 

(13) \., ■■■.„ = \,.,4-.-.v 
Denn wo die Zerlegung einer Zahl N in ()* -\~ 1) 

Theilzahlen {0 . . . d) nur auf eine Art mÖglJcli ist, ist die 

Schreibwpise (13) selbstverständlich gestattet. 

Schneidet man jetzt die F^ mitderCurve N^^ so gelaugt 

man zu einer Gleichung der Ordnung d (n-\-l): 

(14) /~öf"^" =0 

deren Coefficienten einzeln den Coefficienten a^ ^ ^ der 

F proportional sind (abgesehen etwa von Zahlenfaktoren). 
Geht man somit umgekehrt von einer beliebigen Gleichung 
(14) d. h. von einem beliebigen (?()H-l)-tupeI der jV^ aus, so 
kann es nur eine F^ , ^ geben, die die N^ stützt und mit ihr 
diese Schnittpunktgruppe gemein hat. 
q. e. d. 
Dann aber ist wieder die gesuchte -^^j,,, keine andere als 

(15) fl^^' -^ n^'^' ==0 

wo diese Fonn aus a (die ihrerseits aus (14) durch Polari- 
sation nach d ()i-|-l) Elementen entsteht) hervorgeht, wenn 
man immer n-\-\ dieser Elemente gleichsetzt. 

Denn diese Form (15) erfüllt nach ^r. äl die Beding- 
ungen (13). 

Demnach ist sowohl (15) durch (14), als umgekehrt, ein- 
deutig bestimmt. Dasselbe gilt dann dualistisch für eine 0_^ . j? 
die auf der JV^ ruht. Dann aber muss (cf. den Schluss des 
Werkes) die bilineare Invariante zweier solcher Flächen 
■^n+i'^n-Hi zugleich eine solche der beiden binären Formen 
(14) sein und umgekehrt und da es beiderseitig nur eine solche 
giebt, so ist unser Prinzip *) ^) voSlstäadig abgeleitet. 



Man sieht, dasB üie fi'übeve Definitiun 
letutere Eriiläi'ung eisetat werden kann, 

*1 Da bekanntlich nach CaylejGB) jede In- und Covsr 
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Verallgemeüiernngeii. ,^77 

Die Anwendimg dieses Prinzips auf conJHgirte Gruppen 
binärer Formen fliesst daraus von selbst, man vgl.pg. 95, 205. 
Sie bleibe noch verschoben, bis wir die beiden weiteren Hülfs- 
sätee (den F- und H-Satz) erledigt haben, die nunmehr folgen. 
So wird man dann im Verein mit dem allgemeinen Satze des 
§, 34 zu sehr iillgemeinen Apolaritiitssdtzen für die Norm- 
en rven geführt. 

§. 36. 

Der allgemeine Stütz- {F) und Tielfiacli- (H) Satz der 
Normcurven. 

213. Der erstere dieser Sätze fliesst ohne Weiteres aus 
dem Prinzip 0, der Form (15) einer die Normcurve N^ stütz- 
enden F und endlich aus der uns geläufigen Darstellung einer 
binären Fonn v'" Ordnung als Summe von v, v — 1 . . . etc. 
Potenzen, — ganz wie die besondern Fülle pg. 94, 102, 202, 
206, 213, 215, 226, 229, 234, 328. 

Hßlfsbezeicbnung. Wir sagen : 
^n Punkte [{xf^} (i = 1, 2, . . . n, h ^ 0, l, . . . ,1)] , deren 
Coordinateu der Gleichung genögen 

(1) «^ _^—0 

bilden ein Pol-n-tupeP^> der Fläche «" = 0." Ferner: 

„«(? Lineargebilde „ii^" (!(.^ := 0, i = 1, 2, . . . nd) bilden 
ein Pol-ttrf-flach^^l der Fläche a" ^ 0, wenn jede der 
Giuppen von n Punkten duich deien jeden je il dei Gebilde n 
gehen em Pol n tupel dei Fh he bilden ** 

Foimen als bil jiba e Ii i iiiacte iwe ei lol 1 ei To mei glc ü ü cli mg 
aulgefas t weiden Itanii bo iFsat b ch Uiaiis die Fi iclitbaikeit ui l ea 
PiincipeE eiinesseii De rormen von e ler pn nen Ürdn ing=zal 1 lassen 
Bioh vor dei Hand eist soweit lieieinziBheii öibs nan b ol i if die In 
Yanaiiten derjenigen 1 lei Covaiiaiiten beschiHnkt leien Orflmingsznhl 
niht pjitn ist D eee In und Covaniiten (i n Cj^aiiarton doi Giand 
loriii(eii)) smd ja bekanntlioh wieder solahe der QruEdfoimlen) 
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Dann geht ans der Form 0,^=^0 einer eine X^ stiltaeiiden 
F^ sofort der Hülfssatz hervor; j, Stützt eine F^ eine N^ 
(d, h, eine beliebige Ciivve <?"'' Ordnung und Classe in einem 
Räume von d Dimensionen), so bilden die von den n Punkten 
eines Pol-M-tupels der Fläche an die N^ gehenden nd Linear- 
gebilde (u) ein Pol-«f^flach der Fläche und umgekehrt." 

Dies führt zum Hauptsatze: 

Stütz- (J')SatzO 

I. „Ist V eine ganze, positiveNichtprimzahl, 
= nd und 

Erstens gerade =; 21. Seien ferner m^^, w^j^^ . - . 3», 
ganze positiv e Zahlen (in cl. 0), die nur der einen 
Bedingung zu genügen haben: 

(2) 1. s»3, 4- 2. mgj_^ + . . . ;^,_|_^ = nd = 21, 
so sind irgend welche 

m^, ^21— i> ■ • ■ mj_^^ einer N^^ ura schrieben e resp. 
(20-, (2i— l>,...{;+l)-flachc 

im allgemeinen immer die bez. Pol-flache einer 
bestimmten die N^ stützen don 7^^." 

„Ist nd zweitens ungerade s=:2l — 1, und besteht 
zwischen eben solch en Zahlen ™3j_^, ™2i_g ... «« die 
eine Relation 

(2') 1 . m^,_^ -f 2 . MJgj_^ + , . , im, =r nd = 21—1 
so sind irgend welche 

"'si-i' "'s!— ü' ■ ■ ■ Mi, e i n e r y^ u ni s c li r i c b e n e r e s p. 
(2;-!)-, (2?— 2)-, . . . ^-flache 

die bez. Pol-flache einer bestimmten die y^ stütK- 
enden i^ ." 

II. „Diese F^ erhält man beidemal so. (Man 
setze statt 2iresp. 2^— 1 wieder nd). 
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Es giebt eine o;", co^, . . , oc'~' lineare öcliaar 
von'i>,diejedeinder bez. 
"*ijd! ^\i—i • ■ ■ ''*n(i (r G s p. «*„j , ,) -N^ 11 111 s G b r i e b c 11 e n 

(nd); {nd-iy, ...''^ .(i-osp. ^!!l±i^ .)f 1 a c h e 
einheschriehen Bindi und anfJV^rMÄeü. 

Dann istdie gesuchte^ diejenige, die diese 
eammtliclien Schaaren von $^^ (nebat N^) stützt." 

III. „Dann giebt es (für jede die N^ stützende 
F)oine 

^M-i^ oo"^-^,... c>:)'(resp. ot") von, N, umst:il^iebencnPo^ 
(«c^)■, ()*(!— 1)-,.- y-Cresp.^^- -) Hacliender^,,. 

Diese (d, h. ihre Lineargebilde (■«)) sind dar- 
gestellt durcli die zu den 

'■ 2" 

/■:=: flj'' (die jT'^ mit der iV"^ gemein hat) conjugirten 
Gruppen. 

Mittelst irgend eines dieser Pol -flache stellt 
sich J'' als resp. Summe von 

(wrf), (w(?— I),... -^ (reap. — ^-) W*" Po tenzen dar." 

Da ein solches Pol- (nd — i)-flach der F^ aus einem Pol- 
5i(?-flach derselben dadtireh entsteht, daas i Lineargebilde (m) 
(d. h. ein Faktor i**' Ordnung einer Form A^^) unbestimmt 
werden, so drückt sich die dem Satze II zur Seite gehende 
algebraische Construktion der F einfach so aus : 

IV. „Sind die m^^, m^^_^, . . . m^^ ("»„d+i) gegebenen 
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,SSO VEi-allgBraeincrungoii. 

(N^ II m s c li )■ i e 1j e 11 e n) V i e ! f 1 si o h e d ii r g c s t e 1 1 1 durch 
ebensoviele biliäre Formen (von der Ol- donng des 
bezüglichen Index}, so mn Itipli cire man immer die 

'»na-i. (/^ ™ 0, 1, .. . 2 resp. -— -^ 
F o r in e n s ii o c. mit 

[J-^j l>^~^); . . . J.''~Vi ^''■ 
D i e z u diesen s o e n t s t o h e n d e n m(^ F o r m c n (d e i- 
Ordnung nd) eonjugirte ist die F o r m f ::= «j^", aus 
d c r i n d c r g e w o ]i n t e ii Weise die G 1 e i c Ii n n g 

(3) «; = 

unserer gesuchten F hervorgeht." 

214. Besonders bemerk enswerth ist der speciellc Fall, 
wo die Gleichung (2) die einfache Form annimmt : 

(^) «»..-(.-,) = «<'• 

Er löst nemlich eine (an Nr. 210 sieh auschliesseude) 
fundamentale Frage ; 

Wann besitzt eine Gruppe binärer Formen 
eine solche Unier gruppe, die mit dem vollstän- 
digen Polarsystem (einer gewissen Ordnung) 
einer bestimmten binären Form identisch ist? 

Zunächst sagt nemlich Satz t) für die Gleichung (4) aus : 

„Irgend (? einer N^ umschriebene .(«i^ — )i-)-l)-flache aind 
Pol-flache einer bestimmten J^ «^ =: 0." 

Diese hat mit N^ die Punktgruppe f ^ öj^'^ gemein, die 
man erhält, wenn man die entsprechenden d gegebenen 
Formen (der Ordnung nd — )J-)-l) succ. mit X"""', A"~^[i, . . ., |j,"~' 
multiplicii-t und die zu diesen nd, Formen eonjugirte bestimmt. 

Andrerseits ist die ganze Gruppe der N^ umschriebenen 
Pol-(n(?- — ^n-{-l)-flache derF dargestellt (nach t, III) durch die 
aur Gruppe der (n — 1)"" Polaren der Form f eonjugirte 



y Google 



Verallgunieinevungei!. 381 

Gruppe (mit der Oliederiialil iiä — 'in-\-2). Diese ist also jcrlen- 
falls zusammensetzbar aus den ä gegebenen Formen nebst 
noch nä — 2w— rf-1-2 weiteren (liaeai' unabhäng;igen). 

Und da endlich die zu den ä gegebenen Formen con- 
jugirte Gruppe eine («(^— m— (^+2)-gliedrige ist und diese die 
«■gliedrige Gruppe der {n — l)"*" Polaren von f unbedingt ent- 
halten mnsB (und nach Satu i.) nur diese eine), so gilt zunäcbst: 

„Eine i ^ nd — n — d-|-2-gliedrige Gruppe von binären 
Formen der Ordnung \i.-^nä — )i-|-l enthält (im Allgemeinen) 
eine (einzige) H-gliedrige Untergruppe der (ra — 1)'™ Polaren 
einer bestimmten Form f (der Ordnung nä)." 

ü' gekehrt ergiebt sich aber sofort, wenn man jetzt 
( und [1 als beliebig gegeben annimmt: 

(5) {ä—\) {d-{-t—2—\i-\-\) = also, da der Fall d = 1 be- 
deutungslos ist: (6) ä^i\, — t-\-l und weiter 

So oft also ji — 1 (oder auch t- — 1) durch [i — ( theilbar Ist 
(und nm- dann), giebt es ein Wertbsystcm ä, «, das der Auf- 
gabe genügt. Dies liefert also das Resultat : 

y.) „Sind))., (zwei, sonstbeliebige, ganzeposi- 

tive Zahlen, die nur der einen Ungleichheit ku 

genügen haben, dass [i — 1 (und damit auch t- — 1) 

durch [t — t th eil bar ist, so besitzt (aber auch nur 

dann) eine f gliedrige biniire Gruppe der Ord- 

... ■ . ■ ■ IJ'^ — 1 
niing [lim AI Ige meinen stets eine emmge re=:' - 

g He dr ige Untergruppe, die sich ans allen (ji — 1)""' 
Polaren einer bestiramtcu Form f der Ordnung 

(8) nd = ^l ([>.-/ + 1) .:= ,* 4- ii-1 

zusammensetzt." 

Aus der Construktion von f, wie sie oben angegeben wurde. 
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folgt sofort, dasä f eine Combinsinte der ä gegebenen Formen, 
also auoli ihrer coiijugirten Gruppe; mithin in Satz v.) eine 
Combinante der gegebenen i-gliedrigen Gruppe ist, wie ja 
aueh direkt evident ist. 

Der Satz k) fasst den Satz e) (pg. 366^ als speciellea Fall 
in sich; in der That, wenn wir t gleich n setzen, so folgt 

(9) t == ^~ oder 1^ = ; + 1 
|i — t 

und ning. 

Ein anderer wichtiger Specialfall wird durch die Annahme 

« = 2 erhalten. Dann wird 

(10) [1 = 2 t—1 oder ji— ( + 1 = ^ 

und umg. : dann aber ist die zur gegebenen Gruppe conjugirte 
von der gleichen Gliederzahl wie diese. In diesem Falle geht 
also der Form f immer eine zweite solche gleicher Ordnung 
zur Seite, die die bez. Combinantenbildnng der conjugirten 
Gruppe ist, 

215. Um den Hauptsatz des §. 34 für unsern Stiitzsatz 
verwerthen zu können, wird es, wenigstens behufs der grössten 
Einfachheit im Ausdrucke des ßesultates, nöthig sein, die dort 
aufgestellten Formeln nach einer Richtung hin zu ergänzen. 
Will man nemlioh jenen Satz nur als Potenzsummensatz für 
eine gegebene Gruppe (ohne Bücksicht auf die bez. Eigen- 
schaften ihrer conjugirten) forrauliren, so wird man aus den 
beiden Gleichungen ((4) (5) pg. 355) k eliminiren. Dies liefert 
zunächst nach leichter Rechnung: 

(11) m = (\i~p) (p -h i) - ^P 

oder da bei gegebener (-gliedriger Gruppe w^'' Ordnung 

(12) n — d = ( also ä = n — t ist, 

(11) m = (jj,— i?) (^ + 1) — P (n — t). 

Dabei bedeutet m die Mannigfaltigkeit derjenigen ;;>glie- 
drigen Untergruppe (der gegebenen), deren Formen sich als 
Summen von (denselben) ji, («*°") Potenzen achreiben lassen. 
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Im Besondern giebt es demnach eine endliche Zahl 
solcher Untergruppen, wenn m =: 0. Dann aber kommt: 

(13) |.=y.-.--E-pf-j. =J,|1+^-^.^): 

X) „Dies ist somit dann und nur dann mög- 
lich, wenn (n—t) durch (p + 1) theilbar ist. Dann 
aber giebt es auch immer solche Untergruppen." 

Specialisirt man andrerseits den Hauptsatz in der Weise, 
dase man nach der Dar stell barkeit der gegebenen Grroppe 
selbst tragt, ao wird i = p und (11) zu: 

(14) m = t (ji— w— 1) -f |A 

und sucht man hier wieder die endlichen Änzalden von 
PotenKsummendarstellungen, so kommt 

(15) |. = (.'i+li''. 

(i) ^Die Formen einer gegebenen i-gliedrigen 
binären Gruppe n*" Ordnung sind immer (und nur 
dann) auf eine endliche Art als Summen (je der- 
selben) i,. ()«"") Potenzen darstellbar (u. umg.), so 
oft (n ~\- 1) durch (i -\~ 1) theilbar ist." 

In der That geht dieser Satz auch aus dem vorigen (X) 
für t ^ p hervor. 

Desgleichen ist zu unserem Zwecke die Erweiterung un- 
seres Stütasatzes mittelst des vorher gewonnenen Uber- 
tragungsprincipes auf conjugirte Gruppen von mehreren Formen 
unentbehrlich. 

Was die Bezeichnung angeht, so werden die Begriffe 
^Gruppe, Untergruppe" auch bei ternären etc. Formen bei- 
behalten. 

Ist die E"orin einer F irgendwie als Summe von [j, (m'*") 
Potenzen dargestellt, so bilden bekanntlich^^) die bezüglichen 
^ Lineargebilde (u) ein Pol-[A-flach der FMciie und umg. : das 
Analoge gilt von einem gemeinsamen Pol-[i-flach mehrerer F . 
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Dann spricht sich der allgemeine Stiitzsata für Gruppen 
von Formen ohne Weiteres so aus: 

v) „Gegeben sei eine N^ (N^) und eine x"' 
[m =: 0, 1, 2, . . . (nd — 1)} lineare Schaar (Gruppe) 
vonF^, die ulle die Curve N^ stützen. 

Dann existirt eineoof' ([i ^ nd — ^1 — m) lineare 
Schaar (Gruppe) von O , die alle auf dieser „F"- 
Grnppe und aufiV^ ruhen. 

Die dieser jC?''-Gruppe mit N^ gemeinsamen 
H(?-tnpel (von Gebilden u) bilden dabei die voll- 
ständige zur Gruppe der der ,jF"-Gruppe und iV^ 
gemeinsamen (Schnittpunkt-) )t(?-tnpel conjugirte 
Gruppe. 

Dem entspricht dann, dass die vollständigr, 
zur „2'"'"- Gruppe conjugirte "^^-Gruppe sieh linear 
aus den Flächen der „^"-Gruppe und den der 
Curve N^umachriebeiien Flächen zusammensetzt 
und umgekehrt die vollständige zur „$"- G mppc 
conjugirte aus den Flächen der „F"-Gruppe und 
den der Curve JV" ein beschri eb enen Flächen. 

Geht man umgekehrt von awei auf der Cnrve 
^. (N ) dargestellten conjugirten binären Gruppen 
(der Ordnung tt(?) aus, so gelangt man wieder ein- 
deutig zu den beiden Gruppen der „F" und „'S" 
zurück, die mit iV^ (N^) jene gegebenen binären 
Gruppen resp. gemein haben," 

Dann spicht sich der Hauptsatz des §. 34 nunmehr so aus 
(wenn die Begriffe PoI-}j,-flach und Pol-|j.-Eck sich dualistisch 
gegenüberstehen) : 

7t) I. „Gegeben sei eine (d -+- I)-gliedrigc Gruppe 
voni'"'^, die alle eine N^ (d. h. eine Eaumcurvc d'°'' 
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Ordnung (Klasse) in einem Itauiue von d Dimen- 
sionen) stützen. 

In dieser Gruppe befinde sich eine Ä-ijliedrige 
Untergruppe von ?'^, die alle aus der N^ (abge- 
sehen von je *) [I festen Punkten noch) eine Ä-glie- 
drige Gruppe der Ordnung {nä — (i) ausschneiden. 
Dann ist die Mannigfaltigkeit dieser Unter- 
gruppe 

(IG) m =zh{ä-\- l~k) — fi (7,^1) = ji— /^ wo 
(17) p = ^, - (d -\- 1-lc). 

Dann besitzt die zur JV^**) und zur i^^-Gruppe 
vollständige oonjugirte ^-Gruppe eine p-glia- 
drige Untergruppe von gleicher Mannigfaltig- 
keit, deren Flächen sämmtUch das [j.-Eck der bez. 
jj, festen Punkte der Curve zum Pol-p,-Eck be- 
sitzen." 

Tz) n. Gegeben sei eine i-gliedrigc Gruppe 
voni^^, die alle eine N^ stützen. 

Dann giebt es solcher p-gÜedrigcn Unter- 
gruppen (ß = 1, 2j . . . t), deren Individuen ein der 
N^umschriebenesji,- flach zum gemein saiaon Pol- 
jj,- flach haben, einet»'" Sc haar, wo 

(18) m = (i^-i.) (y + 1) - _p (u^t). 

öpeciell ist diese Schaar eine endliche (» % 
wenn (und dann immer) 

(19) -~-i= einer ganzen Zahl ist. 



*) DenD KU jedei' Boichen Untergruppe gohürt wieder ein antkroF 
solches [i-tupe1. 

**) Zur Abbiirzirog anstatt: zu allen der j\'j einbesBlirieljeuen Flilciier 

m*" Oi'dnung cf. pg, 374. Aiim. 
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(20), = p(l+t;5,. 



Für p =: t ergeben sieh die bez. Pol-Eigen- 
schafteü der gegebenen Gruppe selbst." 

„In iliesen Sätzen Ti (I, II) ist die vollständige 
Identität der Darstellbarkeit der binären Formen 
als Summen von gleich hohen Potenzen und der 
analogen der (d + l)-nären Formen, die eineN^ 
stütKen und mit ihr (als JV"^} die gegebenen binären 
Formen gemein haben, ausgesprochen." 

216. Diesen Stützsätzen steht eine Eeihe anderer gegen- 
über, von denen besondere Fälle schon pg. 97, 210, 221 
behandelt sind. Es möge hier nur der Hauptsatz initgetheilt 
werden, an den sich alle weiteren, namentlich durch 
Verschmelzung mit den StützaStzen (nach Analogie 
der Entwicklungen pg. 98, 105, 138, 201 f., 230, 234, 237) 
entstehenden als Corollare anscbliessen. Die Ableitungsmethode 
ist identisch mit der auf pg. 133 gegebenen, so dass auf ihre 
aligemeine Formulii-ung hier verzichtet werden mag. 

Wir bezeichnen jetzt genauer mit Fi ein solches (alge- 
braisches) Gebilde im Itaume von d Dimensionen, das selbst 
r-facb ausgedehnt ist imd von jedem Lineargebilde (cf. 
pg. 356) auf der Stufe (ä — r) in n Punkten getroffen wird. 
Demnach wüi'den die bis jetzt mit F^ bezeichneten Flächen jetzt 

als „Fi " anzugeben sein, unsere ^Novmcurve mit F& etc. 

Dann lautet unser allgemeinster Viclflach (H-) Satz 
folgendermassen *) : 



*) Wie substituirea im Satze selbst statt dos Buoli9tu,hens F Aon e 
peren H, in Analogie mit den frfllieren Boielchnungen. 
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p) H-Sate. „Durcli die Ecken von g,{ä^q'^2) 
einer Iv (d. h. irgend einer Cur ve (^'" Klaase (und 
Ordnung, im Räume von d Dimonsionen) iinisclirie- 
benen /^-flachen geh t eine Ha , wo 

' ' 1 . 2 (d-a 4- 1) 

Sie ist dann zngleicli der Ort der Ecken einer 
rrj""'' linearen Schaar von N^ umschriebenen 
ft -flachen. Diese letzteren sind, wenn dieggege- 
benen Ä-flache durch q binäre Formen Je"' Ord- 
II u u g dargestellt sind, r e p r ä s e n t i r t durch die 
ganze Gl- r u p p e derselben. 

Von jedem Punkte der IIa geh t e i n nud nnr 
ein solches, N^ umscb rieben es /c-flach aus." 

Besondere Fälle dieses Satzes sind schon vielfach'") be- 
handelt: ich nenne hier z. B. Hnrwitz, Weyr, Pasch, Cremona. 
(Des Letzteren Arbeit war mir nicht zugänglich.) 

Die analytische Darstellung dieser H-Gebilde ergiebt sich 
nacb Früherem ohne Mühe aus der zu der gegebenen binären 
Formengruppe conjugirten „Sciinittpunktgriippe". Mittelst der 
fundamentalen Zerlegung der Nr, 21 ist es leicht, jedesmal die 
Flächen F& anzugeben, deren vollständiger Durchschnitt unser 
H-Gebilde ist. 

Endlich erhält man in Analogie mit Nr. 52, 138, 146 die 
canouiache Darstellung dieser H-Gebilde (mittelst Produkten- 
summen) ohne Weiteres aus der canonischen Potenzsummen- 
darstellung der binären Formen. 

Die sämmtlichen Entwicklungen und Sätze dieses g mögen, 
in einer späteren Darstellung ausführlicher begründet werden, 
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§.37. 

Der Satz über die Covarianten der H - Reihe. Der Invo- 

lutionensatz. 

217. Beide Sätze eröffnen ein weites und scliwieriges 
Gebiet miserer Apolaritätsforachungen : der erstere erledigt 
einen besonders wiclitigen Fall der -allgemeinen Frage nach 
der Bedeutung der Covarianten einer binären Form von zu- 
sammengesetzter Ordnung; der zweite lehnt sich wieder an 
einen Speeialfall dieses Satzes an und führt in ein Gebiet ein, 
in dem überhaupt die gegenseitigen Verhältnisse der Linear- 
gebilde in den höheren linearen Räumen, insbesondere insofern 
sie auf anzahlgeometrische Probleme führen, erforscht werden. 

Wir nennen ^H Co Varianten" einer binären Form /' 
gerader Ordnung (2ä) die zwei-, drei- . . . d reihigen Dutor- 
ininanten der 

2.1, 2.2, . . .2 ((?— 1)'™ Differential quo tienten von 
f (nach den homogenen Variabein) ans dem Grunde , weil die 
erste Form dieser Reihe, die Hesse'sche Form von f, gewöhn- 
lich mit II bezeichnet wird. Wir schreiben unsere Formen succ. 

(1) H^, R^i . . . -ff|4_,). Die Elemente der Determinante 
11^ sind (in der Variabein) von der Ordnung 2d — ■2k, mithin 
H^^ von der Ordnung 2 {k-\-l) {d—li). 

Dann lautet unser Satz (unter H.^ sei f selbst verstanden) : 

a) //-Satz, „Die Formen H^ (= gesetzt, 
A =r 0, 1, ... (J— 1) stellen, wenn F^ diejenige Fläche 
(zweiter Ordnung) ist, die eine N^ stützt und sie 
in den Punkten f (= 0) trifft, diejenigen Linea r- 
gebiUe ¥^ Stufe der Cnrve dar, die die Fläche 
berühren" oder kürzer: „die, Fläche und Curve 
gomeinaamen, Lineargebilde ifc'^ Stufe." 

Wir benützen zum Beweise folgende Hülfssätzc, deren 
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Beweis füv ein beliebiges d gerade so geführt wird, wie für die 
Fälle (? ^ 2, 3, wo er bekaont ist. 

1) Die einer allgemeinen F^ = Fa ^angehörigen" (d. h. 
sie berüiirenden) Linearge bilde irgend einer Stufe bilden einen 
„Complex" zweiten Grades d. h. sie sind durch eine Gleichung 
2**"GradesindenCoordinaten*) eines solchenGebildes bestimmt. 

2) Ist eine JV"^ in allgemeinster Weise dargestellt durch: 

(2) p^, = tp,a) {i = 0,\,,..d)^aj.^^... «,,, 
80 sind die (homogenen) Coordiiiaten eines der N^ angehörigen 
Lineargebildes /c'*'" Stufe die Kerne der aus den fc""' Diiferential- 
«juotienten der tp gebildeten Matrix, somit ganze Funktionen 
von X der Ordnung (Ä-)-l) {d — Ic). 

Aus (1) und (2) folgt 

3) Es giebt 2 {1+ 1) {d—h) einer -V, und einei- F^ = F't"' 

gemeinsame Line arg ebil de 7«'" Stufe, also gerade so viel, als 
die Ordnung von H^ beträgt. 

4) Wenn ein Lineargebilde irgend einer Stufe eine F^ 
berührt, so ist es in Bezug auf die F^ zum Berührungspunkte 
c o n j H g i r t d.h. das zu irgend einem Punkte des gegebenen 
Gebildes conjugirte**) Lineargebilde (d — 1)*" Stufe (Gebilde u) 
geht immer durch den Berührungspunkt. 

Dann geht unser Beweis für den HSatz so vor : 

Die der N^ umschriebenen Pol-(2(? — /e)-flacbe der (t^ie 

N^ stützenden) I^^ sind, wie wir wissen , dargestellt durch die 

zur Gruppe der Ä**" Polaren von f conjugii-te Gruppe d. h. 

die „Elemente* ***) des (2d — 7i!)flachs genügen den nach ebenso 



bilden. 



'') Kiu'zer: die Pokre {u) üas Punktes (in Beaug auf die F^). 
***) a, li. die Argumente der {2d-~k) Gebilde (u) (der Curve), die e 
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viel Wcrthen polarisirteii und := gesetzten JJ'™ Diirerential- 
quotienten von f. 

Demnach stellt \i^ ^ dicjenigeii (und mir diese) der 
N^ umschriebenen Pol- [2d — /i;)-flaclie der F^ dar, für die 
2 (ä — k) ihrer Elemente («-Gebilde) coincidirt sind (etwa in s). 

Aus dem Begriffe des Polvielfiachs folgt dann sofort , dass 
in diesem Falle das Lineargebilde e der Curve von der 
ft**" Stufe in Bezug auf die F^ zu einem Punkte conjugirt 
ist, von dessen d an die Cui've N^ gehenden Lineargebilden (w) 
gerade {ä — Ä) als Schnitt das Lineargebilde e bestimmen. 

Daraus folgt aber mit Heranziehung des dritten und vierten 
Hülf^atzes sofort unser Satz *) (cf. die spec. Fälle pg. 92, 201). 

Der diesem entsprechende Satz ftlr die ebenen Curveu 
(J'" Ordnung, die eiaen Kegelschnitt sttitzen , ist daraus sofort 
angebbar, was aber unterbleibe, da seine Formulirung der geo- 
metrischen Prägnanz des S'-Satzes entbehren würde (cf.pg.235). 

218. Man überzeugt sich sofort, dass (excl. d ■i= \ , wo 
der Satz bedeutungslos ist) die Ordnung von H^ immer grösser 
ist als die von f und gleich (abges. von 7c = 0) nur für h=d — 1. 

Man kann daher die Frage aufwerfen : Ist umgekehrt 
eine Form der Ordnung 2 (/c+1) (ä — }c) gegeben, die zugleich 
den Bedingungen genügt , eine Form H zu sein , wieviel 
Formen f giebt es dann , deren Covariante H mit der gege- 
benen Form identisch ist? 

Es soU hier nur der einfachste Fall li^d — 1 in Betracht 
gezogen werden. 

Dann lautet die Frage auch so : 

Gegeben sei eine JN^ und auf ihr ein 2(7-tupel 17^ : 

*) Eine andere charaktei'istisolie Eigcnsohaft der binüreii FurEaeu 
gernder Ordnung {24) und der ztigehörigen F^ ist pg. 382 mitgetheilt. 
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wieviele ^^ giebt es, die dieses 2(^-tupo] (j-,_ (= 0) 
(von i(-Gcbi!deii) mit der N^ gemein haben und die N^ 

Diese Frage ist aber (naeii Satz e^) pg, 360) identisch 
mit der andern : 

Wieviel In volntionen (c^+l)'*"' Ordnung gicbt 
es mit gemeinsamen 2(? = S Doppeleleraenteii? 

die selbst wieder in der allgemeineren enthalten ist : 

t:) Wieviel Involutionen (f^ + ])*'' Ordnung 
giebt es mit gern einsamen '2d=S Elementenpaaren 
(spec. Doppelelementen)? 

Die Lösung lautet: 

pD i e Ä n z a h 1 iCg d i e s e r I n v o 1 n t i o n e n bestimmt 
sich di\rch die Relation 

1 + 1)! 4-1): 

die alle .Fälle umfaast (nur dass man für 3 =: 2 
fürO! die Eins zu setzen bat)". 

Demnach ergeben sich z, B. für die Involutionen 
3""; 4*^', b'", 6"'; 7*^'; S*^; Ordnung 
2, 5, 14, 42, 132, 425 
Involutionen mit bez. 

4, 6, 8, 10, 12, 14 
gemeinsamen Elementen paaren. 

Für den Beweis dieses „Involutioncnsatzes" habe ich bis 
zur Zeit keine so einfache Form finden Ifönuen, dass er hier 
vollständig abgeleitet werden könnte, es mögen einige An- 
deutungen über den Gang desselben hinreichen. 

Das Verfahren ist dem früher (Nr. 155) bei Involutionen 
vierter Ordnung angewandten ganz analog. Man bemüht 
sieh, die gewünschten Involutionen in der That durch gc- 
e (M)-Büschel auszuschneiden. 
Gehen wir etwa zu den nächst höheren (fünfter Ordnung) 
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über, so denken wir uns znnäclist eine Ji^ mit 8 eigentlalieii 
Doppelpunkten, deren Argumente, wie man sich (ahnhcli 
wie auf pg, 321) unschwer überzeugt, ganz willkiirbeh gewählt 
werden können, (cf. die Anmerkung.) 

Dann geht durch jede (eigentliche) vierfache Sekante 
der Curve ein Ebenenbilschel, das eine Involution fünfter Ord- 
nung mit vorgegebenen acht Elementen paaren aus der Carve 
ausschneidet. 

Man bestimme daher zunächst die (bekannte) (cf, pg. 363) 
Anzahl der vierfachen Sekanten, die eine B^ überhaupt be- 
sitzt: ziehe in unserem Falle davon ab erstens die Verbin- 
dungageraden je zweier der (8) Doppelpunkte, zweitens die 
Sekanten, die von je einem Doppelpunkt ausgehen und die 
Curve noch zweimal treffen. (Da durch Projektion von 
solchem Doppelpunkt aus auf eine Ebene eine Hj entsteht, 
so gieht es solcher Sekanten so viele, als eine iJ* ausser 7 
bestimmten Doppelpunkten noch weitere besitzt. Und analog 
in den höheren Fällen.) Demnach erhält man als Anzahl 
der oigcnthchen vierfachen Sekanten unserer M^: 
7. 6. 6. 6 8. 7 6. 5 

(*) 1727373 - 172 - ** <r^ - " - '-■ 

Also exisüren jedenfalls (mindestens) 13 Involutionen 
fünfter Ordnung mit 8 *) gemeinsamen Elementenpaaren. 

Sehen wir zu , ob wir nicht einen noch genaueren 
Werth ermitteln , wenn wir unsere Involutionen aus einer 
i^^^ (also im nächst lioheren Eaume) mit 8 (eigentlichen) 



*) Dieae oind aueh »U A -, in,nte dei R Dopp Ipiinl te 
(Villk iilich umphrabai Doi ii aclif eigenllulie D ppelpimkte 
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Doppelpunkten'^) durch Büschel von (u'j-GehÜden ausschnoidcn, 
die durch je ein die Curve sechsmal treffendes Lineurge- 
bilde zweiter Stufe (Ebene) gehen. 

Wir bilden erst wieder die Anzahl dieser Ebenen für 
eine ,Z?* überhaupt (nach Formel (25) pg. 363): ziehen für 
unsern Fall davon ab 1) die Verbindiingsebenen je dreier 

i D E t a t t 1 ht I 1 1 ! 1) IJ 1 1 

h B t 31 g t l D pp tp k ( (. d 

1 rcb t IIP 1 g 1 pg 34 in k t 

ff, tb li £ t 15 l w d .ß mt 10 

U pp ![ H I 1 N 192 t t bl t k ) d I fet 

llldlb dgia (hPktdC 

<r h G fftOdg hdd 11 

1 ed g f pp I I, ht t i 

D A g t 1 1 1 Restd PI l£ 1 1 d i lg 11 

kU h (w d d d i h P k ) 1 1 11 t 1 gt 

r tltDpplpk ( blb Ag t 1 

dm d Wiilk Ulkt 1 

D b g bt I 1 h, 14 S t p l P kt 

d j d bin g hl D PI. Ip kt 11 llk 

1 h g wähl 1 P 1 1 d & dp 1 B ] 1 

C fTftJdblMlld JBufiMhdd 

14 I 1 t f f t d g t 8 g El I paa 

d C ) 



Bid 



I 



1 



F \1 d iJ ( t 1 D pp Ip I P t 1 ! d e 

t I 8 1 II 1 d fc I, b EI ni t paa (d I 

lldfedh htmtRlt bi d] dd 

g h 14 I I IC gl 

1) d h d &tr hlhü h 1 d 7 w ta D n Ip kt 

)dl7Eihl C dtteOdgd Gdpit 

d 7 f D pp Ip kt d j P f h 

P kt I C I tel 

fD dNt t dtOdgdhdesTDpjl 

pk Idt IC ddgldg Gripp i 
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der (8) Doppolpirnkte, 2) die Verbindungsobciieo je zweier 
von ihnen, die die Curve ausserdem noch zweimal treffen, iS) 
die durch je einen Doppelpunkt gehenden, die die Gurve 
noch viermal treffen. Dies hefert für die gewünschte Zahl 
von eig-eii fliehen sechsfachen S ekanten- Ebenen : 

(6) ?4. ll-?. ?l^ ^ 

Durch jede derselben geht ein (*()■ Büschel , das eine 
der verlangten Involutionen aus der Curve ausschneidet, so- 
da«s mindestens 14 solcher existiren müssen. 

Geht man jetzt aber wieder weiter, zu 7?Jg, MJ^ etc, mit je 
acht eigentlichen Doppelpunkten und verfährt analog, so 
überzeugt man sich, daas diese Zahl 14 immer wieder- 
kehrt, also eine obere Grenze für die gewünschte Anzahl 
darstellt. 

Dies bestätigt sich vollkommen diireh die allgemeine 
Untersuchung. Sehneidet mau, ganz wie oben, auch die 
Involutionen ra**"' Ordnung, durch (•i*)-Büschel aus Curven 
aus, die immer (2w — 1) eigentliche Doppelpunkte besitzen, 
so ergiebt sich für die jedesmal so nachweisbare Zahl von 
gesuchten Involutionen (mit denselben 2{« — 1) Elementen- 
paaren) eine Recursionsformel. Diese läast sich in eine 
einzige Reihe zusammenziehen, deren Summe von einem 
bestimmten Gliede an einen festen Grenzwerth 
nie mehr überschreitet (weder nach oben noch nach 
unten). Darin Hegt der (wenn auch nicht vollkommen 
strenge) Beweis, dass dieser Grenzwerth die gewünschte 
Anzahl genau darstellt. Dieser Grenzwerth nun ist kein 
anderer als der ohen unter (3) angegebene, nachdem man 
für den ursprünglich gefundenen noch Zahler und Nenner 
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mit gewissen ganzen Z i Je i 1 Im (lit'so 

elegante Gestalt zu veil ] e 

219. Unser Invol t on atz 1 t l h Idulit 

in die Sprache "Jer höhe e R ne ie seze 1 1 iWct dsi 

wiei5er den AusgangapunI t e ne ollstänl^en a zahlgeome- 
tvischen Theorie der Lineargeb Ide d ese R ne 

Wäliien wir als Beispiel die Involution vierter Ordnung, 
Eine Solche ist auf einer N^ durch zwei ihr umschriebene 
yierflache (Quadrupel) gegeben und bestimmt dann vermöge 
aller ihr angehörigen Quadrupel die Punkte einer Geraden g. 
Jedem Doppelelemente der Involution entspricht dann eine 
„Ebene" derCurve, die die Gerade g trifft und umgekehrt. 
Daher giebt es so viele Involutionen vierter Ordnung mit den- 
selben (6) Doppelelementen, als Gerade, die sechs Ebenen 
einer Curve N^ (und somit nach einem bekannten'^' Lagenprincip 
überhaupt sechs Ebenen) treffen. 

Und so spricht sich der Involution ensatz t) auch so aus : 

Satz Xj), „Es giebt a^g.^^ Lineargebilde erster 
ötufe (Geraden), die in einem Räume von f/-|-l 
Dimensionen 5 Liiieargebilde (7*^' ötufe treffen 
(u. dual.).« 

Und analog beweist sich folgender Ausspruch : 

Prinzip v) „Es giebt in einem Baume von -u 
Dimensionen gerade so viel Lineargebilde »■"' 
Stufe, die {r-\-l)(n — r) Lineargebüde (w— 1 — r)'" (d. i. 
der conjugirten) Stufe treffen (u. dual.), als (r-)-l)- 
gliedrige binäre Gruppen n^' Ordnung mit gc- 
meinsamei-Funktionaldeterminante." 

Man erkennt daraus, dass die vollständige algebraische 
Erweiterung unseres luvoluiionensatzes t) (auf höhere Gruppen) 
zugleich alle anzablgeometi-ischen Probleme lösen würde, die 
man in den höheren (linearen) Räumen , sofern es sich um 
Linoargebilde allein handelt, überhaupt stellen kann. 
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Es ist liier aber zugleich der Oft, allgemein darauf li in zu- 
weisen, wie wir durch unsere Apolaritätsbetrachtungen , die uns 
mitNothwendigkeitauf dieH-(cf. Satz p)unddie ihnen je eindeutig 
zugeordneten {eine N^ etützendeii) ^''-Gebilde und ihre invari- 
anten Eigenschaften ftilirten , tliataächlich implieite die 
Theorie der entsprechenden Lineargebilde höherer Räume 
mitbehandeh haben. Denn die Coefficienten in den Glei- 
chungen der H-Gebilde sind ja nur lineare Combinationen der 
Coordinaten der bez. Lineargebilde (und umgekehrt) und es 
gelten zwischen ihnen die analogen Eeiationen, wie zwischen 
den letzteren (Coordinaten). 

So waren die H -Kegel schnitte thatsScblich die Bilder der 
Raumgeraden und in diesem Sinoe behandelte ja der g, 21 die 
Abbildung dei- linearen Complexe auf die Ebene. 

So rechtfertigt sich die dem Titel dieses Werkes beige- 
gebene Erklärung. Das schon zu Anfang dieses Kapitels in 
Aussiebt gestellte Werk wird gerade diese Beziehung zwischen 
Linear- und H-Gebildeu, nebst den bez. Coefficientenrelationen 
mit zu Grunde legen. So wird es möglich sein, eine schon 
von Manchen'^* (z. B. Grassmann, Veronese, Jordan, Halph^n, 
Spottiswoode) angebahnte projektiviache Theoi-ie der höheren 
linearen Räume , wenigstens in den Elementen , systematisch 
durch zufuhren. 

§.38. 

Die lineare Traiisl'ormatiou auf den rationalen Curven und die 

allgemeine Golliaeation. 

220. Zum Schlüsse soll noch die wichtige, am Ende 
von Kap. I aufgeworfene Frage nach der Beziehung zwischen 
den linearen Transformationen auf Curven M^ und den Col- 
lineationen des bez. Raumes erledigt werden, Dies geschehe 
in gedrängter Weise mittelst einiger Sätze , deren (einfache) 
Beweise hier unterdrückt sind, 
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Es genügt, statt der Curven li^ 5ie (Norra)curven li^ 
zu Grunde zu legen. Dazu dient der 
Hulfssatz I. jGregeben aei eine It" : 

(1) px^ = 9,(A) (i = 0, 1, . . . n). 

Streicht man (n — d) dieser GleicLungen (etwa, für 
i^d-{-l, d-j-2, . . .n), so resultirt eine B^, die aus der S.^ 
durch pProjection" entsteht, und zwar mittelst alier (co ) 
«-Gebilde*), die durch das Lineargebüde (n—d — ^1)"'' Stitfe: 

(2) ic, = 0, x^ = 0,...x^^O 
gehen, nuf dasjenige ^' Stufe: 

(3) ^.+. = 0, ^a^,, = 0, ...«,= 0. 

Ist daher umgekehrt eine R^ (px^ = ^iQ-): ^ = 0, l, --.i^) 
gegeben, so lässt sie sich durch Hinzufügung von beliebigen 
n — d weiteren Gleichungen (px^ ^ ^tWj ^ = <? + 1, ■ ■ • «•) 
in der angegebenen Art als Projektion einer R" auifassen. 
Eine lineare Transformation auf der It ist dann genau dieselbe, 
wie die auf der bez. 1^".'^ 

Fragen wir, in was für eine lineare Transformation des 
Baumes von n Dimensionen durch diesen Proeess irgend eine 
solche des 'gegebenen Raumes (von d Dimensionen) übergeht, 
so löst dies der 

Hülfsatz II. „Ist die Transformation im liölieren Räume 
(von n Dimensionen) gegeben dnroli : 

(4) pJ/| := öj^ = a^^ «^^ 4- «ji *i + ■ ■ ■ t^in ^„ (* = ö, 1, . . . w) 
und verschwinden alle v**" Unter determlnanten der Trans- 
formation sdeterminante (aber nicht alle (v -f- 1) "), so stellt 
diese specielle Transformation eine „Projection" 
dar von dem Lineargebilde v"' Stufe 
(7) (( = (i = 0, 1 , . , . n) (mit den Horiaontaleoefficienten a) 

*) d. i. iiiiiner ein Gebilde «^ = 0. 
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auf (las (dualistisch eoiijiigirte) Liiieargebilde 
(„_v—l)«' Stufe: 

(8) a^^ ^ {/c = 0, I, . .. n) (mit den Vertikalcoefficionteii d), 
verbunden mit einer (allgemeinen) Colli ueatiou 
in dem letzteren Gebilde. 

Umg. gehe man von einer beliebigen Collineation iin 
letzteren Gebilde aus, so gelangt man rückwärts zur (tineigent- 
lichen) Collineation (4) im höheren Räume." 

221. Fragen wir nunmehr, weiche (specielle) Collineation 
im bez. Haume (von n Dimensionen) eine lineare Transfor- 
mation auf einer R" nach sich zieht, so lautet die Antwort : 

Satz cp) „Durch eine (allgemeine) lineare 
Transformation au f einer ü" ist die (allgemeinste) 
Collineation des bez. Raumes von der Art be- 
stimmt; dass sie dieCurve in sich überführt und 
umgekehrt. Eine solche besondere Collineation 
hängt (bei ganz willkürlicher Ann ahmeder iJ" 
und der projeetivischen Beziehung auf ihr) von 
()i^l) Constanten weniger ab, als die allgemeine 
Collineation (des bez. Eanmos). Dies rührt daher, 
dass, wenn es einti E°gieht, die bei einer Colline- 
ation in sich übergeht, so auch noch eine co"""' 
Schaar.« 

In der That, seien 0, co die Doppel elemente der pro- 
jeetivischen Beziehung auf der R", un<^ das Coordinatenpoly- 
eder das Normpolyeder (cf, Nr. 30) der Curve, so ist diese dar- 
gestellt durch : 

(9) px. = h.r(i = 0,l>... n) 
und die projektiv! sehe Beziehung nebst der durch sie be- 
stimmten Collineation durch 

(10) X' z= aX, Qij^ = «' 3).. 

Dann aber geht auch jede Curve der •xi"~ (pg- 44, 300) 
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Schaar, die diircli (9) bei variabelu k cliirges teilt ist, in 
aieli über. 

222. Nim ist aber rler strengere (allgemeinere) Begriff 
eiuor binären linearen Transformation 

' ck J^d 

bekanntlicb der, dass X und p, nicht auf derselben, sondern 
zwei verschiedenen (ganz beliebigen) iJ" interpretirt werden, 
die dann vermöge (11) projektiviseh auf einander bezogen 
werden. 

Von diesem Gesichtspunkt aus gelangen wir zu dem 
Collineatioiis-Fimdaraentalaatz ([')■ „Durch 
eine allgemeine Collineation (im Baume von n 
Dimensionen) geht offenbar irgend eine ü" (mit 
ihren sämmtlichen Linea rgebilden) über in eine 
Ä" (mit allen ihren Lineargebilden)und zwar sind 
dann vermöge der Collineation die Elemente 
beider Ciirven projeetivisch auf einander bezogen, 
Aber auch umgekehrt ist durch eine projektiv- 
jsche Beziehung zwischen irgend zwei Curven 
■R",S°*) (in allgemeiner Lage) eine Collineation 
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(d e s b e z. E a u in e s) u ii d zwar d i e a, 11 g e m c i n s t e Ihrer 
Art bestimmt. 

In diesem Sinne stellt deinnaeli die binäre 
ColIineatioH (11) zugleich die (n-|-l)-näre dar und 
umgekehrt und dielnvarianten des einen Gebiets 
zugleich die des aiiderii." 

Daher ist die oft von uns benützte Operation: „Man 
wähle irgend eine vorliegende B" zur Normcurve (statt der 
ursprünglich vorbanden gedachten, aiif die der bez. Raum 
bezogen gewesen war) und nehme auf ihr eine beliebige Para- 
meter vertheilung an" identisch mit der kürzeren: 

„Man übe auf den Baum eine allgemeine Colhneation 
aus (durch die die urspriin gliche Normcurve in die If über- 
geht).« 
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Litte raturve rzeichniss . 



Die I it te des Te-vtes smd Iiiei iiui zum J-heil wiedciliflt Die 
Bezeithnung dei Zeit-cLiilten ist die dei Ohitmann^ohen Fort- 
schütte dei Mathematik nni weiden die betieff enden Bände Her 
mit aiibisohen Ziftem angegeben Die Ohitminn^chen Bände 'selbst 
sind duich eia E und eine iimiacbe Zitter gelveun zeichnet Die dem 
Verfasser nicht iug'iBgluh ge^e enen Atbeitmi sind nit " \ei5ebeii. 

Capitel I. 

1) pg, 1. cf. auch F. Klein's Referat iibei- Clebsob, V. IV, pg. fiä. 
Spätere Beweise gaben noch 

A. Brill, Über zwei Beruh rnngsprobleme, Clebsch Ann. 3- 
E. d'Ovidio*, Rioerche stii sistemi . . . ., Atti di Turino 12. 

2) pg. 3. Y. z. B. Clebsch 1. c. selbst. 

3) pg. 7. cf. auch A. Brill, Zur Theorie der Elim.,.., Clebsch Ann. 4. 

Im Übrigen sehe man in den Lehrbüchern von Baltzer (Deter- 
minanten) nnd Salmon-Fi edler (Algebra) nach. 

4) pg. 11. J. Rosaues, Über ein Princip der Zttordn, alg. Formen, 
Borehardt J, 76. 

Th, Reye, Erweiterung der Polar enth. alg. Flächen, Borehardt 
J. 78 (des Weiteren v. unter 30). 

5) pg. 1 5. cf. die folgenden Nummern des Textes. Eine syste- 
matische Ausführung erfolgt im späteren Werlte. 

G) pg. 16. A, Brill, Note Über die Gleich. . . . Clebsch Ann. 5. 

L. Painvin, Sur les courbes unicursalea, C. E. 78. 
7J pg. 17, cf. z. B. Salmon-Fiedler, Algebra art. 84 f. 
8) pg. 17. cf. z. B. L. Cremona, Preliminari di una teoria geom. 
delle superf. (übers, v. Cnrtaa) Nr. 242. 

Ed. Weyr, Claesif. des courbes du sis. ordre dans l'esp. C. R. 76. 
Em. Weyf, Über rat. Ranmoiirven, Prag. Ber. 1882. 
9J pg. 31. 11) pg. 23. 16) pg. 23. 17) pg. 88. 58) pg. 281. 
P. Gordan, Über Combinanten, Clebsch Ann. 5. 
10) pg. 23. Vorlesungen über Geom. Bd. I. pg. 274. 

cf. S. Gnndelflnger , Erweiterte Fasanng eines . . . Übertr.- 
princips Clebsch Ann. 6. 
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67) p. 368. K. Bertmi, Sulle cm-ve gobbe mzioiiali del 5'' ord. 

In mem. D. Cheiini, Mailaiirl 1881. 

68) pg. 376. cf. A. Cayley's memoifs iipoB Quantios. l'hil. Trana. 

69) pg. 377. P. Scrret, göom. de direction. Paris 1869. 

G. Grassmann, Über Kua.gebörige Pole, Gott. Naclir. 1872. 
„ „ Verwendung der Ansdelin. lehre... (v.unter 30). 

E. Caporali^ Teoremi suUe ourve 3. ord. . . Aco. R.L,(3)1. 
J. Oa.'sey* On cubic transformations, Trans, of Dublin 1880. 
Th. Eeye v. unter 30), 

71) pg. 395. cf.z.B.H.Scliiibert,Caloni der abzäbleiidenGeom. Leipzig. 

72) pg.396. G.Grasamann, Ausdehnungslebre.G.Veroneae v. anter 37). 

A. Oayley, On tlie superlines . . . Qnai-t, 12. 

W. Spottiswoode, Sur la reprös. alg. des lignes ...CR, 76. 
„ „ Surlarepr. desflg. de göom.ä Jldim.C. 11.81. 

0. Jordan« Essai snr la geom. ^ n dim. Bull. S. M. F. 3. 
G. HalpMn'. Eechercbes de gfioni. ä n dim. Bull. S. M.P. 2. 

B. Betti, Sopra gli spazi . . . Brioscbi Ann. (2) 4. 
K. Clifford, On the olassif. of looi. Ptil. Trans. 1 69. 

S. Kantor, Über eine Gattg. von Config. Wien. Ber. 1879. 
Im "Übrigen sei noch auf das Littei-aturveraeicliniss in Faä de 
Biimo, binäre Formen (Leip/.ig, 1881) verwiesen, z. B. hinsicht- 
lich der Poteuzdarstellung binärer Formen. Wegen dieser cf. noch 

R. de Paolie, Sulla espr. di una forma bin. .. R. Ao.L. 1881. 
und betr. ter'närer etc. Formen ansaer SeiTet (geom. de dir.) nooli 

K. Clifford, On sy^ygetic relations . . . Proc, L, M, S. 3. 



Berichtigiingeii. 

Statt „63" pg. 43 B. 4 y. .11, lese man „35". 

„ „redueiren sie Bioh auf" pg. 60 k, 7 v. n. — „bestimmen si 

„ „§. i7, 18" pg. 84, 100 - „§, 18, m^. 

„ „+" pg. tä6 z. !2 V. u. - „+". 

„ „linear" pg. 191 z. 4 v. n. — „linuar in den X.". 

, „GradeB" pg. 201 z. 8 y, o. ~ „Grades von". 

„ „(!i + 1) Seiten" pg. 234 z. 14 v. ii. — „(n -f Ij-Seiton". 

„ „- -f« in (26") pg. 189 immer „ + ". 
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